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Chapitre 1

Elements introductifs a la commande
robuste

1.1 Introduction

La théorie de la Commande “Robuste” des Systemes Linéaires a connu un
essor remarquable durant ces dix derniéres années. Sa popularité gagne aujourd’hui
le milieu industriel ou elle se révele un outil précieux pour I'analyse et la conception
des systémes asservis. Cette percée rapide tient a deux atouts majeurs:

— son caractére appliqué et son adéquation aux problémes pratiques de I'ingé-
nieur automaticien,

— sa contribution a la systématisation du processus de synthése d’un asservisse-
ment.

Pour apprécier l'originalité et I'intérét des outils de Commande Robuste, rap-
pelons qu’un asservissement a deux fonctions essentielles:

— faconner la réponse du systeme asservi pour lui imprimer le comportement
deésire,

— maintenir ce comportement face aux aléas et fluctuations qui affectent le sys-
teme pendant son fonctionnement (rafales de vent pour un avion, usure pour
un systeme mécanique, changement de configuration pour un robot, etc.).

Cette seconde exigence est qualifiée de “robustesse a l'incertitude”. Elle revét une
importance critique pour la fiabilité du systeme asservi. En effet, 'asservissement
est typiguement congu a partir d’'un modele idéalisé et simplifié du systéme reel.
Pour fonctionner correctement, il doit donc étre robuste aux imperfections du mo-
dele, c’est-a-dire aux écarts entre le modele et le systéme réel, aux dérives des pa-
rametres physiques, et aux perturbations externes.

L'avantage essentiel des techniques de Commande Robuste est de générer des
lois de commande qui satisfont a la double exigence mentionnée ci-dessus. Plus
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précisement, étant donné une spécification fréquentielle du comportement désiré et
une estimation de I'ordre de grandeur de I'incertitude, la théorie évalue la faisabi-
lité, produit une loi de commande adaptée, et fournit une garantie sur le domaine
de validité de cette loi de commande (robustesse). Cette démarche de synthése est
systématique et tres genérale. En particulier, elle est directement applicable aux
systemes a plusieurs entrées/sorties.

Dans une certaine mesure, la théorie de la Commande Robuste réconcilie I'Automati-
-que Classique a dominante fréquentielle (Bode, Nyquist, P.1.D.) et '’Automatique
Moderne a dominante variables d’état (Commande Linéaire Quadratique, Kalman).
Elle combine en effet le meilleur des deux. De I'Automatique Classique, elle em-
prunte la richesse de I'analyse fréquentielle des systemes. Ce cadre est particuliere-
ment favorable a la spécification des objectifs de performance (qualité du suivi ou
de la régulation), de bande passante (domaine d’action de I'asservissement) et de
robustesse. De I'Automatique Moderne, elle hérite la simplicité et la puissance des
méthodes de syntheése par variables d’état des asservissements. Grace a ces outils
systématiques de synthese, I'ingénieur peut désormais imposer des spécifications
fréquentielles complexes et obtenir directement un diagnostic de faisabilité et une
loi de commande appropriée. Il peut ainsi se concentrer sur la recherche du meilleur
compromis et analyser les limites de son systeme.

Ce cours est une introduction aux techniques de Commande Robuste. Comme
ce domaine est encore en pleine évolution, on s’efforcera essentiellement de bros-
ser un état de I'art en insistant sur les méthodes déja éprouvées et sur la philosophie
sous-jacente. Par souci de simplicité, on se restreindra aux systémes linéaires sta-
tionnaires [jnear time-invariant LTI ) en temps continu. Enfin, pour rester fidele a
I'esprit pratique de cette théorie, on mettra I'accent sur la mise en ceuvre plutét que
sur les aspects mathématiques et historiques de la théorie.
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1.2 Rappels d’Automatique

Dans cette section, on rappelle quelgues notions élémentaires d’automatique
qui seront utilisées tout au long de ce cours. Les notions mathématiques sous-
jacentes sont rappelées en appendice.

1.2.1 Systémes linéaires

— Latransformée de Lapla@®un signal temporek(t) sur (0, + o) est la fonc-
tion X = L[x] de la variable complexedéfinie par:

X(s) = /O e St (1.1)

On rappelle ses principales propriétés:
— LIX(t+T1)] = eX(9).
— £[9¥ = sX(9) - x(0).

— clfixudi = X&),

— Transformée d’une convolution temporellgxxy] = X(s)Y(S).
— Théoreme de la valeur initiale:

lim x(t) = lim sX(s).

t—0 S—00

— Théoréme de la valeur finale:

lim x(t) = lim sX(s).

Jim x(t) = lim sX(s)

— Représentation externe (fonction de transfert).
Soitg(t) laréponse impulsionnelle d’'un systéme linéaire stationigicéest-
a-dire sa réponse a l'entrégt) = (t). Par le principe de superposition, on
montre que pour une entréé) quelconque, la sortig(t) est donnée par

y=gx*U.
En prenant la transformée de Laplace de cette équation, on obtient
Y(s) = G(s)U(s).

La transformée de Lapla€®(s) de la réponse impulsionneligt) est appelée
fonction de transfert de I'entrédJ a la sortieY, ou encoregéponse fréquen-
tielle du systéme.

Pour les systémes de dimension filgés) est une matrice de fractions ration-
nelles.G(s) estpropre si ||G(«)|| < 4o, etstrictement propre si G(w) = 0.
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U(s) Y(s) = G(s)U(s)

FiG. 1.1 —Fonction de transfert.

Le systéme est dilhono-entrée/mono-sortiesi u ety sont des scalaires, et
multi-entrées/multi-sorties ou multivariable si I'un des deux est un vec-
teur. On utilisera les abréviations anglaises SIS@dle-input/single-outpit
et MIMO (multi-input/multi-outpuk

— Représentation interne.
Lorsqu’on a acces aux équations d’évolution physique du systeme, on peut
décrire explicitement son comportement par la dynamique de ses variables
internes (entités physiques caractérisant I'état du systéme). On obtient alors
des équations “d’état” de la forme

~—

{)’((t) = AX({t)+Bu(t (1.2)

y(t) = Cxt)+Du(t)

ou
X(t) estle vecteur d’état (variables internes)
u(t) estle vecteurdes entrées (ou de commande)

y(t) estle vecteur des sorties (ou d’observation)

En prenant la transformée de Laplace de’), on vérifie aisément que la
fonction de transfert dg (s) aY(s) est alors donnée par

G(s)=D+C(sl-A) !B (1.3)

qui est bien une matrice de fractions rationnelles. On utilisera aussi la no-

tation G = {é [E;} Réciproquement, a toute fonction de transfert propre

on peut associer une représentation interne équivalente de la forfhd e
quadruplef{AB,C,D) s’appelle uneéalisation de G(s). Cette réalisation est
minimale si(A,B) est commandable é€C.A) observable.

— Pdles et zéros d’'un systéme.
Pour un systeme SISO donné par sa fonction de transfert irreduGiible=

N(s)

@, les pbles (ou modes) sont les racines du dénomin&ésret les zé-

ros sont les racines du numérat&l(s). La notion de pdble s’étend au cas ou
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G(s) est une matrice carrée: les p6les@eont les pbles de la fraction ra-
tionnelle det(G(s)). L'extension au cas rectangulaire est plus délicate et il
est préférable de I'énoncer en terme de la représentation d’état associée. En
effet, pour un systéme de représentatior) les notions de péle et de zéro

ont les définitions simples suivantes:

— les poles sont les valeurs propresiAje
. sl-A —-B
— les zéros sont les valeurs complegpsur lesquelles le rang o@ c D )

chute.

Cette derniere définition englobe les modes non observables ou non com-
mandables en plus des zéros de blocage proprement dits (valesiode
lesquelles5(s) perd du rang).

Commandabilité, Observabilité.

Ces notions sont liées a la représentation intetnd.(Si A € R"™", 'espace
commandable par la paifé,B) est

C=Im(BAB,... A" !B) c R"

Il représente I'ensemble des états initiagqui peuvent étre amenés a zéro
en un temps fini par une commangappropriée.

La paire(A,B) est ditecommandablesi et seulement s = R". On montre
alors que les modes (valeurs propres)Adpeuvent étre assignés arbitraire-
ment par retour d’étai = Fx. Autrement dit, les modes d&+ BF peuvent
étre placés arbitrairement par choix ke

Plus généralement, toute paj#e B) peut se décomposer (par transformation
orthogonale) comme suit:

uTAU = (Aél 22) . uUTB= (%1) (1.4)

avec(A11,B1) commandable. Les modes Ag, sont les modes non comman-
dables, c’est-a-dire invariants par retour d’état: ils restent présents dans le
spectre dé\+ BF pour toutF.

L'observabilité est une notion duale. Les états non observables du systeme
sont ceux qui n'affectent pas la sortie ni directement, ni par I'intermédiaire
d’autres états. L'espace non observable est:

C
— CA
O = Ker :
CA.nfl
La paire(C,A) estobservablesi et seulement 5D = {0} ou, de fagon équiva-
lente, si(AT,CT) est commandable. La contrepartie de la décompositich (
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est:

A1 Ax
avec(Cy,A11) observable.
Enfin (A,B) est ditestabilisable s’il existe F telle queA-+ BF soit stable;
autrement dit, si tous les modes non commandables sont stables. La notion
duale pour(C,A) estdétectable(3H,A+ HC stable).
— Réalisation minimale:le quadruplet de matricg#\,B,C,D) est une réalisa-
tion minimale de la fonction de transfert propggs) si (A,B) est comman-
dable,(C,A) est observable, eG(s) = D+ C(sl — A)~!B.
— Stabilité.
Considérons le systeme

{)’((t) = AX(t)+Bu(t)
y(t) = Cxt)+Du(t)

UTAU = (All 0 ); CU = (C1,0) (1.5)

et la fonction de transfert entrée/sortie asso@és) = D +C(sl —A)~!B. On
distingue deux notions de stabilité:
stabilité BIBO (bounded input/bounded outputle systéme est dit BIBO-
stable si la sortie reste d’énergie finie tant que I'entrée est d’énergie finie.
Une condition nécessaire et suffisante est que tous les polesatmia
irreductiblede G(s) soient dans le demi-plaRe(s) < 0.
stabilité interne: le systeme est stable de fagcon intern& egt stable, i.e., si
toutes ses valeurs propres sont a partie réelle négative. Ceci assure que
pouru = 0O, I'état x(t) décroit vers 0 indépendemment de la condition
initiale.
La stabilité interne garantit la stabilité BIBO, mais la réciproque est fausse.
Par exemple, le systeme d’équations d’'état

X = (_1 1) x+<1) u
0 1 0

y = (1,1)x
n'est pas stable de facon interne a cause du mdddeA. Pourtant, la fonc-
tion de transfert associée &3ts) = s%l qui est BIBO-stable.
On notera que le model est non commandable, donc invisible dans la rela-
tion entrée/sortie. Physiquement, cela signifie qu’'une entrée bornée donnera
bien une sortie bornée, mais que la dynamique interne tendra a diverger pour
la plupart des conditions initiales (ce qui peut avoir des conséguences trés
déplorables a I'intérieur du systeme!).
Enfin, les deux notions coincident dés que la réalisghoB,C) de G(s) est
minimale, et difféerent seulement lorsque cette réalisation comporte des modes
non minimaux et instables (commel dans I'exemple ci-dessus).
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1.2.2 Interconnections de systemes

Les formules données ci-dessous indiquent comment combiner les réalisations
d’état dans une somme, un produit, une inversion, une dérivation et une transformée
linéaire fractionnaire de systeme(s).

— Somme:si G;(s) et G,(s) admettent comme réalisation minimale:

_|Ar By, A2 B
a-lo B e B2 (L.6)

une réalisation minimale de la somiBg(s) + Gx(s) est:

(5 x) &)
Gi+Gy= | \0 A B2/ |. (1.7)

(Ci C) Di+Dy

— Produit: pour G;(s) et Gy(s) de réalisation minimalel(6), une réalisation

minimale du produits(s)Gy(s) est:
(Al 81C2> (BlD2> < A, O ) ( B )
G1.Gy = 0 Ao B> B,.C, A; B1D»
(Ci Di1Co) D1D> (D1C2 C1) D1D>
(1.8)

C D
siD est inversible. Alors une réalisation minimale@e?(s) est:

— Inverse: la fonction de transfei® = {A B} est inversible si et seulement

A-BDIC BD!
-1
G1l= { _D-lc D-1 } (1.9)
e . A B T -
— Dérivation: siG = {C D} , une réalisation minimale d&3(s) est
A B A AB
SG= {CA CB+sD] - {c CB+SD]' (1.10)

— Transformation linéaire fractionnaire.
Cette transformation intervient dans la connection de deux systemes par feed-
back suivant le schéma de la Figure. Le systemeP(s) décrit la relation
entre les signaux d’entréeetu et les signaux de sortieet z:

(7)-m (2) - (32 220) (12)
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Lorsque ce systeme est bouclé sur le retour de sortie:
u=K(s)y,
la fonction de transfert en boucle ferméeWlés) aZ(s) est:
F (PK) = Pr1+ PyoK (1 — PooK) 1Pos.

Cette expression s’appelle la transformée linéaire fractionnai€ ) deP et
K.

Fic. 1.2 —Transformation linéaire fractionnaire.

Si des realisations minimales &¢s) etK(s) sont:

_( Pu(s) Pia(s) \ [ Du1 D12 C1 a1l :
"0=( me e )= (om0 ) (e )iia (le f;)’
K(s) = Dk +Ck (sl — Ax) 1Bk, (1:12)

une réalisation (pas nécessairement minimalef deK) est donnée par:
F (PK) = Dgr +Cgr (S| — Asr) 'Bgr

avec

P — ( A+ By(I — Dk D22) 1Dk Cy B2(l — Dk D22) ~1Ck ) .
Bk (I — D22Dk ) 1Co Ak + By (I —D2oDk) tD2xCk )

Boe — B1+ Bo(l —DkD22) Dk D21 .
BF Bk (I — D22Dk ) ~1D21 ’

Cgr = ( C1+Dia(l —DkD22) *DkCz , Di2(l —DkD22) 'Ck );
Dgr = D11+ D12(l — DkD22) "Dk Da1. (1.13)

La stabilité interne de la boucle fermée est équivalente a la stabiliéggle
c’est-a-dire alJ(Aj(Agg)) < O.
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1.2.3 Normes de matrices, signaux et systemes

X1
— Vecteursia norme euclidienne de= | : | e R"est
Xn

Ty — 2\1/2
X[ = VXTx= (3 x@)Y2.
— Matrices:on utilisera le plus souvent la norme induite par la norme eucli-
dienne, définie par

Au
1Az = sup ”H H”

On montre qué|A||2 = Omax(A) = )\maX(AAT)l/2 (plus grande valeur singu-
liere) d’ou le nom de “norme de la valeur singuliére”. A noter que, pdur
inversible,

IA™|2 = 1/Omin(A)
et que

Omin(A) = |nf HH HH inf {||X||2 : A+ X singuliérg-.

Une autre norme |mportante est la norme de Frobenius:
|Allr = 1/ Trace(ATA)

D’autres propriétés des valeurs singuliéres sont données en ahnexe
— Sighaux.

Sur I'espace;, des signaux de carré sommable o), on définit le produit
scalaire

xy) =[xy

qui induit la norme de I'énergie:

2= ( [ o et -

La transformée de Fourier envaig sur I'espaceH; des fonctions{(s) ana-
lytiques dandkg(s) > 0 et de carré sommable. Par I'identité de Parseval, on

a
B 1 40 . ) 1/2
Mla= (5 [ X))

Pour les signaux admettant une transformée de Lapléseanalytique dans
Re(s) > 0, on considérera aussi la norme:

IX]leo = sup [IX(s)]| = sup|[X(jw)]|.
Res)>0 @
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On appelleH., 'espace des fonction$(s) analytiques dans (s) > 0 et telles
que||X|l» < . Contrairement &, cet espace n’est pas un espace de Hilbert.
C’est a dire que I'on ne dispose pas du concept de produit scalaire. Ce point
introduit, comme nous le verrons plus loin, des différences notables dans les
théoriesH, et Ho,.

— Systémes: soit § un systéme linéaire stationnaire de fonction de transfert
G(s). On s’intéressera aux deux normes suivantes sur la relation entrée/sortie.

Norme Ho:
1 [t o 12
66z = (4 TrE (06(0)dw)
o YO

U(s)eHe U (S)]loo

Interprétation: c’est I'énergie en sortie du systéme lorgu’on injecte un Dirac
en entrée (cas SISO), ou plus généralement un bruit blanc vedfigaU * (jw) =
| (densité spectrale uniforme). La norih@(s)||» est finie si et seulement si
G(s) est strictement propre.

Norme He:

Gl = SUPOmax(G(jw))

IY(S)ll2
U(s)eH, IV ()12

Interprétation: c’est la norme induite par la norme des fonctionddélle
mesure le gain maximal de la réponse fréquenti®(lgw) (cf. diagramme de
Bode).

1.2.4 Calcul des norme#i; et He,

On donne ici des algorithmes pratiques pour le calcul des noHpexst H
d’une fonction de transfei®(s) = D +C(sl — A)~1B. Pour la normeH,, on sup-
posera qué\ est stable. En remarquant gG€jw) est la transformée de Fourier de
CeMB, llidentité de Parseval donne:

oo oo
/ BTeA CTCEB dt — %T / G (jw)G(jw)do. (1.14)
0 —00

Soit o
Q= / A CTCdAdt, (1.15)
0
On montre qué) est la solution de I'’équation de Lyapunov:

ATQ+QA+C'C=0. (1.16)
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En prenant la trace de chaque membreld&4), on obtient
IG|5=Tr(B'QB), (1.17)

ce qui fournit un algorithme simple pour évaluer cette norme. A noter que I'on a
aussi
|G||3 = Tr(CPC") (1.18)

ou P est la solution de
AP+ PAT +BB" = 0. (1.19)

Le calcul de la normé, est plus délicat. On peut tracer la fonctian —
Omax(G(jw)) et déterminer la valeur maximale. Cette méthode présente cependant
le risque de manquer un pic étroit. Un algorithme plus sdr est basé sur la caractéri-
sation suivante.

Théoréme 1.2.1Soit (A,B,C,D) une réalisation de ). On a toujours||G||c >
OmaxD) et pour touty > omax(D), il y a équivalence entre

() IGlle <V,

(i) la matrice

(8 %) 3)(53) (5 &) o

n'a pas de valeur propre sur I'axe imaginaire.

De plus, si o est une valeur propre de () pour y > OmaxD), alors
omax(G(jw)) =, i.e., le gainy est obtenu a la fréquence

La matriceH est d’'une structure particuliére dite “Hamiltonienne”. Lors@ue 0,
A vy 1BBT
yic'c -AT )
Cette caractérisation suggere un simple algorithme de dichotomie pour cal-
culer ||G||». On part d'un encadrement grossighin,Ymaxy de cette norme et on
I'améliore itérativement de la facon suivante:

elle s’écrit simplementH (y) = < B

— on calcule le spectre dé(y) poury = % (Ymin+ Ymax).

— s’il N’y a pas de valeur propre sur I'axe imaginaiyegst trop grand et I'on
obtient comme nouvel encadremeyin,Y);

— sinon,y est trop petit et on obtient le nouvel encadrem@mimay -

1.3 Notions Elémentaires sur les Asservissements

Cette section contient quelques notions de base sur les asservissdaeshts (
back loop$. Une discussion plus précise de leurs propriétés et des principes fonda-
mentaux régissant leur conception fera I'object des deux sections suivantes.
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Les propriétés des boucles d’asservissement ont été étudiées en détail par la
théorie classique, notamment avec les travaux de Bode et Nyquist. Bien que concep-
tuellement simples, les principes dégagés n’en sont pas moins fondamentaux et
incontournables dans la conception pratique des systemes asservis. Par exemple,
I'analyse qualitative d’une boucle d’asservissement suffit a révéler un des compro-
mis essentiels auxquels I'automaticien est confronté: le compromis entre perfor-
mance et robustesse.

Pour avoir “omis” certains de ces principes, en particulier l'importance de la
robustesse, les méthodes de Commande Linéaire Quadratique Optimale n’ont pas
connu le succés escompté aupres des praticiens. La théorie de la Commande Ro-
buste s’efforce d’éviter ce piege et s'inspire largement de la perspective classique.
Les notions développées dans cette section et dans la sécigmmt donc essen-
tielles & une bonne compréhension des fondements de la Commande Robuste.

1.3.1 RO6le d'un asservissement

L'Automatique s’efforce d’exploiter les moyens d’action sur un systéme pour
en maitriser ou fagonner le comportement. En I'absence de feedback, le systéme a
un comportement propre caractérisé par la relation entre ses entrées et ses sorties
ainsi que sa dynamique interne. Les entrées sont les moyens d’action sur le sys-
teme (commandes). Les sorties résultent de la réaction du systéme a ces actions.
Typiguement, on cherche a modeler les sorties par un choix approprié des entrées.

Pour fixer les idées, prenons comme systéme une automobile et intéressons
nous au probléme de réguler la vitesse par I'action sur les pédales. On utilise ici
accélérateur et frein. Ici I'entrédg est la combinaison des efforts exercés sur les
pédales (effort positif pour une accélération, négatif pour un freinage). La sortie
est la vitess&/ du véhicule. Le comportement propre du systéme est décrit par
I’évolution de la vitesse en fonction de I'effort d’accelération/freinage=(f (U)).

Supposons qu’on veuille maintenir une vitesse constéfnt&ne possibilité
est de calculer la quantité d’accélération nécessaire pour compenser les frottements
et appliquer la pression correspondante sur I'accélérateur. En supposant que le coef-
ficient de frottement est constant et que la vitesse initialgg$t modéle physique
nous dit qu’une pression constamgsur I'accélérateur maintiendra la vitesse a la
valeur\p. La commande correspondanteldst +Py (constante). On notera qu’une
telle loi de commande est aveugle puisqu’elle ne recgoit aucune information sur la
vitesse courante réelle du véhicule. Elle agit a chaque instant comme si la vitesse
étaitVp. On appelle ce type de commande wmnmande boucle ouvertgFig.

).

Une telle commande est-elle viable en pratique? Intuitivement non et pour plu-

sieurs raisons. D’une part, le modeéle physique est une idéalisation de la réalité: le
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véhicule R

Fic. 1.3 —Commande boucle ouverte.

coefficient de frottement dépend en fait de la nature locale de la route et sa valeur
est de plus difficile & estimer avec précision. D’autre part, il s’agit d’'un modéle
simplifié qui ne prend pas en compte des facteurs secondaires comme le vent, les
aspérités de la route, les variations du rendement moteur, etc. Incapable de détec-
ter et donc de contrer les fluctuations liées a ces facteurs, la commande aveugle
proposée ci-dessus n'a aucune chance d’assurer sa mission de régulation.

Au vu de cet exemple, il est clair que pour fonctionner correctement, un au-
tomatisme doit pouvoir réagir aux aléas externes et palier aux carences du modeéle.
Assurer cette faculté d’adaptation est précisément le réle de la boucle d’asservisse-
ment. Son principe fonctionnel consiste simplement a:

— observer le résultat de la commande sur la sortie a I'aide de capteurs,
— comparer ce résultat a la valeur désirée pour cette sortie,
— agir pour contrer I'écart constaté.

Ce principe conduit au schéma bloc classique de la FigudréOn notera la boucle
de gain—1 qui retourne la vitesse réelé pour la comparer a la vitesse désirée
Vo. L'écart enregistré& =\ —V est utilisé comme commande et I'action résultante
tend bien a diminuer cet écart. En effet, on accélére Q) quandv < Vj, et on
freine dans le cas contraire. Bien que la commadude e évolue aved/ et puisse
donc étre trées complexe, la boucle se charge entierement de la générer. On qualifie
U de commande boucle ferméeOn notera que la seule information a fournir a
cet asservissement est la valeur cMle plus communément appeléensigneou
signal de référence

En résumé, la fonction essentielle d’'un asservissement est d’assurer un certain
comportement en sortie et ce en dépit des aléas externes et des imperfections du mo-
déle. Lexemple donné ci-dessus est extrémement rudimentaire puisqu’il consiste en
un simple retour unité. En pratique, les caractéristiques du systéme et les propriétés
requises en boucle fermée (stabilité, performance, etc...) exigent d’ajuster le gain
de boucle, voire d’utiliser un retour dynamique. Ceci conduit aux configurations
standard exposées ci-apres.
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O véhicule

Fic. 1.4 —Commande boucle fermée.

1.3.2 Quelques configurations de boucle

Une boucle d’asservissement est habituellement décrite par un schéma bloc
qui dresse le bilan des signaux circulant dans cette boucle. Le schéma standard
d’'uneboucle de suiviapparait en Figuré.5. Le but est ici de faire suivre a la sortie
y du systéme la trajectoire de référence.a boucle comprend trois ingrédients
principaux:

— le bloc “systeme’G (plant), qui représente le systéme a commander;

— le bloc “commande” oeompensateurK (controller). Son rble est de générer
les commandes a appliquer au systeme a partir des sorties observeées et de
signaux de référence;

— un comparateur qui calcule I'écart entre la sortie réelle et I'objectif de réfé-
rence.

A cela s’ajoutent diverses perturbations externes qui interviennent en des points
bien définis de la boucle. La nomenclature suivante est commune pour qualifier les
différents signaux:

r(t) . consigne ou signal de référenceeférence

y(t) signal de sortie ou répons@lént outpuj

e(t) . erreur de suivi ¢ontroller input/tracking erroy

u(t) . commande dontroller outpuj

wi(t) : perturbation de la command@lént input disturbance
Wo(t) : perturbation de la sortieplant output disturbande
n(t) : bruitde mesure njeasurement noiye

Il existe de nombreuses variantes du schéma de la Figtr®’autres confi-
gurations équivalentes peuvent étre jugées plus commodes ou explicites selon la
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FiG. 1.5 —Boucle de suivi (tracking).
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FIG. 1.6 —Boucle de régulation.

nature et la fonction de I'asservissement. Ainsifdescles de régulatiorsont sou-
vent représentées par le schéma de la FigiieRappelons que la régulation est un
cas particulier du suivi ou le signal de référen@st nul, c’est-a-dire on I'on désire
mainteniry a zéro.

Le positionnement du bloc commande peut également varier pour mieux dé-
crire la maniére dont la commande est générée. Les différentes éventualités sont
énuméreées en Figufie/. On distingue la pré-compensatidorivard compensatgr
de la compensation en retouefurn or feedback compensajor
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r + y r + u y
O G K G
u
K
(a) compensation en retour (b) pré-compensation
r + S y
() Ky G
K>

(c) combinaison des deux

FiG. 1.7 —Différentes configurations de boucle.

Enfin, on peut modifier I'asservissement de la Figureen ajoutant un bloc
de pré-traitement du signal de référemcé.a structure résultante est schématisée
en Figurel .8 et est généralement qualifiée de boucle a deux degrés de liberté, par
opposition a la structure de la Figuies dite & un degré de liberté. Le supplé-
ment d’information fourni par le traitement indépendent geermet généralement
d’améliorer les performances de suivi de I'asservissement.

r u Yy
——={ Q LTSN K G

FIG. 1.8 —Asservissement a deux degrés de liberté.

1.3.3 Equations et Fonctions Caractéristiques

Considérons I'asservissement de la Figureet supposons que le systeme et
le compensateur sont linéaires.&s) et K(s) dénotent leur fonction de transfert
respective, le bilan des signaux dans la boucle donne les équations caractéristiques
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suivantes:
Y = GK(I+GK) Y{(R-N)+(1+GK) "W, +G(1+KG)" W (1.21)
E = (I+GK){(R-W,—N)-G(I1+KG) 1w (1.22)
U = K(I+GK) HR-W,—N)—KG(l +KG)w. (1.23)

ouR(s),Y(s),... sont les transformées de Laplace des sigmaxy(t),....
Ces équations mettent en valeur un certain nombre de fonctions de transfert ca-
ractéristiques de la boucleOp transfer functionsqui vont jouer un réle important
dans I'étude et la synthése des asservissements robustes. Ces fonctions sont:
— lesfonctions de transfert en boucle ouverteGK(s) et KG(s) (open-loop
transfer functions Attention, elles ne coincident pas en général dans le cas
MIMO!

— lafonction de sensibilité en sortigloutput sensitivity function

S(s) = (I +G(9)K(s)) ™"

qui indique la sensibilité de la sortieaux perturbationsv, sur cette sor-
tie, c’est-a-dire la facon dont, affectey. Par défaut, le terme “fonction de
sensibilité” fera implicitement référence a la fonction de sensitglit&ortie

— lafonction de sensibilité en entrédinput sensitivity function

2(s) = (I +K(8)G(s))

qui indique la sensibilité de I'entrée+ w; du systéme aux perturbations
affectant cette entrée.

— lafonction de sensibilité complémentairgen sortie):
T(s) = G(s)K(s)(I +G(s)K(s)) 1 =1-9(s).

Elle détermine la relation entre la soryiet la consigne (en termes de trans-
formées de Laplace) ainsi que I'effet du bruit de mesusear la sortiey.

— la fonction G(s)(1 +K(s)G(s))1 = GZ(s) qui exprime la sensibilité de la
sortiey aux perturbationsy; de la commanda.

— la fonction K(s)(1 +G(s)K(s))™* = KS(s) qui détermine comment les per-
turbations du systema, et le bruit de mesure affectent la commande

D’autres interprétations de ces fonctions seront discutées plus loin au chapitre

1.4 Propriétés des Asservissements

1.4.1 Stabilité

La stabilité est une exigence critique dans la conception d’un asservissement.
Une perte de stabilité entraine au mieux un comportement oscillatoire et donc une
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incapacité a réguler ou poursuivre; au pire la génération de signaux de grande éner-
gie qui vont endommager ou détruire le systéme.

Il convient de distinguer latabilité BIBO (bounded input/bounded outpute
la stabilité interne. La premiére notion s’intéresse seulement au comportement ex-
terne du systeme asservi et exige que I'énergie des signaux en gpsté pornée
des que I'énergie fournie en entré¢ ést bornée. La stabilité interne va plus loin
et exige que tous les signaux circulant dans la boucle soient d’énergie finie. Cette
seconde notion est donc plus restrictive et plus importante en pratique puisque les
composants a l'intérieur de la boucle sont également sensibles aux énergies infinies.

En terme des fonctions de transfert caractéristiques, la stabilité BIBO corres-
pond & la stabilité d& = GK(I + GK)~%, c’est-a-dire au fait qué (s) a tous ses
pbles dans le demi-plan ouvert gauchgs) < 0. A noter que les poles de(s) sont
les racines de I'équation

det(l + G(s)K(s)) = 0. (1.24)

Par contre, la stabilité interne requiert la stabilité des quatre fonctions de transfert
S T,KSet G(I +KG)~ 1,

Pour caractériser la stabilité interne, il est plus commode de travailler sur les

représentations d'état @eetK. Considérons en effet la boucle standard de la Figure
et introduisons les réalisations minimales suivanteS@ etK(s):

G(s) =Dg+Cs(sl—Ag) Bs;  K(s)=Dk+Ck(sl—Ax) Bk. (1.25)

Soientxg etxk les vecteurs d'état associés a ces réalisations. Les fonctions de trans-
fert mentionnées ci-dessus peuvent s’écrire en terme de LFT comme suit:

(I1+GK)™1 = :r(<: :g) K) (1.26)
GK(1+GK)T — 7((? _GG>,K) (1.27)
K(1+GK)1 — f((? _'G>,|<) (1.28)
G(+KG) ! — T(<g :g),K). (1.29)

Une réalisation du premier argument de ces LFTs est facilement déduite de celle de
G(s). Par exemple,

| -G\ (1 -Dg Co 1
([ )-( 2)+ () mrrro-
En utilisant les formules donnant la réalisation d’'une LFT en fonction des réalisa-
tions des arguments (voir 2.2), il est facile de montrer que la stabilité (au sens des
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fractions rationnelles) des quatre transferts ci-dessus est équivalente a la stabilité
(au sens des matrices) de

As _(AG—BG(I+DKDG>1DKCG —~Bg(l +DkDg) 'Cx ) (1.30)
k= Bk (I + DgDk ) 1Cg Ak — Bk (I +DgDk)DgCk )~

Autrement dit|a stabilité interne est completement caractérisée par la stabilité de
ABF-
On notera quédgr est la matrice d’état du systeme bouclé, le vecteur d'état

étant xG . Si la réalisation ainsi obtenue poli(s) est minimale, la stabilité
K

BIBO est équivalente a la stabilité interne. En cas de non-minimalité par contre, on
peut avoir des modes instables cachés, c’est-a-dire absents du transfert entrée/sortie
T(s). Ceci se produit lorsqu’un pdle instable du systéaie) est simplifié par un

zéro du compensateHr(s). On a alors la stabilité BIBO sans la stabilité interne. Ce
phénomeéne est illustré par 'exemple simple suivant.

Exemple 1.4.1Considérons le systentg(s) = S(Tll) et le compensateuf(s) =

s1- Le transfert consigne/sortie en boucle fermée est

Y(

e =T6
(s)

qui est stable puisque ses poles sefitt-i. Cette boucle est donc BIBO stable. Par

contre, elle n’est pas stable de facon interne. En effet,

1
© 14(s+1)2

N2

Gls) _ s+1
1+G(s)K(s)  s(1+(s+1)?)

qui est visiblement instable a cause du E¢e0. On constate qu'il y a eu simplifi-
cation de ce pole dé par un zéro d&:

1 " s 1
(s+1) " s+1 (s+1)%

G()K(s) = S

Il est donc dangereux d’analyser la stabilité au seul vu des pol&sileu
T(s), c’est-a-dire les racines ddet(l + G(s)K(s)) = 0. Pour un diagnostic fiable,
il faut plut6t calculer le spectre disg a partir de réalisations minimales @eetK.
Observons enfin que dans le cadre linéaire, I'instabilité stricte (pdleRigas> 0)
conduit a des divergences exponentielles et donc a des signaux d’énergie infinie.
Une telle évolution est bien sir impossible physiquement. En pratique, on quitte
rapidement la zone de linéarité pour se heurter aux saturations physiques, voire a la
désagrégation du systéeme! Le modele linéaire est cependant suffisant pour révéler
I'essentiel, a savoir que I'asservissement en question est inadéquat.
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1.4.2 Performances

Un asservissement est performant s'il réagit rapidement et suit la consigne
avec précision. Intuitivement, les performances sont d’autant meilleures que le gain
de boucle est élevé: le moindre écart a la consigne entraine alors une réaction véhé-
mente pour le compenser. Mathématiquement, cette tendance est exprimée dans la
relation

E(s) = (1 +GK)'R(s)

entre I'erreur de suivE et la consigndR. Dans le cas d’une consigne sinusoidale
r(t) = sin(wt) par exemple, la moyenne quadratique de I'erreur sur une période
T = 21/w est donné par

1 L1
/ (t)dt = |(1+ GK(jo)) |/ Vit = ekl
On voit que cette erreur sera d’autant plus petite que le gain de boucle a la fréquence
w (|GK(jw)|) est élevé. Augmenter le gain de boucle confere en outre certaines
propriétés intéressantes a I'asservissement. Il faut cependant se méfier du mirage
des grands gains: ils sont rarement utilisables en pratique a cause des saturations et
surtout pour des questions de robustesse (voir settion

)t el ()

) a(.)

FIG. 1.9 —Asservissement type.

Pour mieux analyser I'effet des grands gains, considérons la boucle d’asser-
vissement de la Figure.9. Ici les fonctions de comportemegtet k du systeme et
du compensateur ne sont pas nécessairement linéaires. On suppose seulement que
I’équation de la boucle
e+k(ge) =r (1.31)

est toujours solvable pour I'erreai(a chaque instarnj. On appellegain de boucle
ou gain en boucle ouvertde module de la fonction

8=kog. (1.32)
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L'effet principal des grands gains est de forcer la sgridese comporter comme la
fonctionk=1(r). En effet, sil'on a

16(e)[| > yllel| avecy> 1, (1.33)
on obtient a partir del(31)
vllell < |[r—ell < |ir][+le]l

d’ou
e < AL ” L (1.34)

En observant qug= g(e), (1.31) donne egalement:

Ir —k(y)[| =[]l SV (1.35)
Il est clair que si le gain de boucle est élevé>>€ 1), l'erreur sera petite d’aprés
(1.34 et I'on aurar =~ k(y) d'apres (.35, c'est-a-dire

y~ k(). (1.36)

Les implications de ce phénomene sont multiples. D’une part, on voit que la
relation entrée/sortig = f(r) ne dépend pratiquement plus du comportengent
du systéme. De fait, on peut se contenter d’'une connaissance tres sommaire de ce
systéme. De plus, la boucle se comporte essentiellement cérmiseair lequel on
a tout contréle. En particulier, on peut choikilinéaire et ainsi forcer un systeme
quelconque a se comporter approximativement de fagon linéaire. On peut aussi fixer
arbitrairement la bande passante du systeme. Ces propriétés des grands gains sont
illustrées par un exemple.

Exemple 1.4.2 Considérons le systéme non linéagiex) = x+ x? asservi par la
boucle de suivi de la Figuré.10. En boucle ouvertek(= 1 et non rebouclé), la
relation consigne/sortie est

y=r+4r2. (1.37)

Le suivi n’est donc bon que pourpetit et la caractéristique est non linéaire. Sil'on
ferme a présent la boucle avec un grand gkin-(1), on obtient

et
r r? K
+ 5) ~ r.
1+k  (1+k) 1+k
Les comportements boucle ouveried/) et boucle ferméel(39 sont compares
sur le graphe de la Figure11pourk = 100. Le gain en linéarité est évident.

y ~ K( (1.38)
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r + e
O k ()
FiG. 1.10 —Boucle de suivi.
3
2 B.O
1,
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-3 -2 -1 0 1 2

FIG. 1.11 —Caractéristiques B.O. et B.F.
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Dans le cas linéaire, les performances peuvent s’analyser a partir des fonctions
de transfert caractéristiques de la boucle. Considérons a nouveau la boucle standard
de la Figurel.5. Dans le domaine fréquentiel, le transfert entre la consR{seet
la sortieY (s) est donné par la fonction de sensibilité complémentaire

T =GK(1+GK)™L. (1.39)

L'asservissement sera performant dans la bande de frégiwenc®| si T(jw) ~ |
dans cette bande. Ceci requiert typiqguement un gain de boucle élevé dans cette
bande, c’est-a-dire

Omin(G(jw)K(jw)) > 1, VweE [wn,0n]. (1.40)

En effet, on a alors

Omax(I — T(jw)) = omax<<'+GK<J'°’>>‘l>:omma +1GK(J'w))
1

Omin (GK(jw))
On notera la dépendence fréquentielle de la notion de performande}Qiif’est
vérifiée que dans la band®;,wy], le suivi sera bon uniquement pour les consignes
r dont la puissance spectrale est concentrée dans cette bande. Dans le cas MIMO,
I'aspect directionnel peut également intervenir; ainsi, on pourra exiger des perfor-
mances pour certains canaux entrée/sortie et une atténuation pour d'autres.

Q

< L

1.4.3 Bande passante

La bande passante d’'une fonction de transfert scalisgest I'ensemble des
fréquenceso pour lesquelles
IG(jw)| > 1.

La (ou les) fréquence de coupurg est caractérisée par:
G(jux)| = 1.

Pour un asservissement, la bande passante est liée a la réponse en boucle ou-
verteG(s)K(s). Dans le cas SISO, elle correspond aux fréquences pour lesquelles le
gain|G(jw)K(jw)| est plus grand que 1. Dans le cas MIMO, elle dépend de quelle
pair entrée/sortie est considérée. S'il s’agit de la bande passante “minimale”, elle
est caractérisée par

Omin(G(jw)K(jw)) > 1.

La bande passante détermine quel registre de signaux I'asservissement est ca-
pable de suivre ou de contrer. Plus elle est étendue, plus I'asservissement est capable
de réagir a des variations rapides (excitations haute frequence). Autrement dit, la
bande passante mesure la zone de fonctionnement de I'asservissement.
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1.4.4 Réponse temporelle

Un autre aspect important des systémes asservis est la réponse temporelle,
c’est-a-dire les caractéristiques du régime transitoire avant établissement autour de
la consigne. Les consignes ou excitations test sont typiquement (voir Eigiye

— I'impulsion r(t) = &(t),
— les échelons

0 si t<O
r(t):{ 1 sit>0"

— les créneaux.

r r

(a): impulsion (b): échelon

T

(c): créneau

FIG. 1.12 —Excitations types pour évaluer la réponse temporelle.

Les transformées de Laplace de ces signaux sont respectivement

RS =1 RE—+ Regotize2_1 1

= == . 1.41
S sl-esST sqiess (1.41)

Le comportement transitoire est souvent analysé sur la réponse a un échelon
(step respongeOn s’intéresse aux caractéristiques suivantes (voir Figurd:

— temps de montéaiée timg: le temps nécessaire pour atteindre 90% de la
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valeur finale;

— temps de réponsaéttling time: le temps nécessaire pour se stabiliser dans
une bandet5% autour de la valeur finale;

— dépassement maximah@ximum overshoptplus grand dépassement de la
réponse au dessus de la valeur finale.

Ces grandeurs refletent la qualité du transitoire. On recherche a minimiser le temps
de montée et de réponse (rapidité) tout en maintenant un faible dépassement.

y(t)

max. overshoot
105F------- ﬁ ————— ---\" """ "~"—" -~ ~—~"~—~~—-——-—
1 ! i

L N o

(0 LT I A I A
090~~~ ~~ ‘ }
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

_
rise time t

settling time

FiG. 1.13 —Caractéristiques de la réponse a un échelon.

1.4.5 Outils d’analyse des asservissements

L'Automatique Classique a développé des outils graphiques pour analyser les
propriétés d’'un asservissement. Bien qu’essentiellement limités aux systemes SISO,
ces outils s’appliguent parfois au cas MIMO.

Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode d’une fonction de transfert scafajg donne le gain
|G(jw)| et la phasé\rg(G(jw)) en fonction de la fréquenae. L'axe des gains est
gradué en dB avec la définition:

X en dB = 20log;o(X).



1. ELEMENTS INTRODUCTIFS A LA COMMANDE ROBUSTE 32

L'axe desw est en échelle logarithmique a base 10. Une décade correspond a une
unité de cette échelle.

Exemple 1.4.3Le diagramme de Bode de la fonction de transfert

 (s+1)(s+3)
&= 5725+ 6 (1.42)

est représenté en Figurel 4

=
S)
o

Log Magnitude
=
S

H
S

B

°

| |
10° 10" 10°
Frequency (radians/sec)

ees)
a
S

=)
T

Phase (degr
a
S

-100
10 10
Frequency (radians/sec)

FIG. 1.14 —Diagramme de Bode.

Diagramme des valeurs singulieres

Le diagramme des valeurs singulieres est une généralisation du diagramme
dr gain de Bode pour les systemes MIMO. Etant donnée une fonction de transfert
G(s) € C™N, ce diagramme trace les courbes

0i(G(jw)), i=1,...,min(mn)

ou o; dénote lai-ieme valeur singuliere. Rappelons que la plus grande valeur sin-
guliere est une norme et correspond au gain maximal. A noter aussi qu’il N’y a pas
d’équivalent naturel de la phasepour les sytemes multivariables. Les valeurs sin-
guliéres permettent de visualiser les bandes passantes et les bandes atténuées du
systéme. Elles jouent donc un réle trés important pour définir les performances, la
stabilité et la robsutesse d’'un systeme.

Exemple 1.4.4Le diagramme des valeurs singulieres du systeme de réalisation

~1 100 (1 0. B
A:<—100 —1)’ B_(l 0.8)’ C=k
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est tracé en Figuré.15 La plus grande valeur singuliemna(G(jw)) comporte
une résonnance alors que la plus petite n'en a pas.

10°

107

10°E

107 1 o ‘ 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10
frequences rad/s

FiG. 1.15 —Diagramme des valeurs singulieres.

Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquistreprésente la fonctiofs(jw) dans le plan com-
plexe. A chaque fréquena® on associe le point de coordonnéeééG(jw)) et
Im (G(jw)). Le contour de Nyquist est la courbe formée par ces points. Il est orienté
dans le sens des croissants de-co & +co.

Exemple 1.4.5Le contour de Nyquist de la fonction de transfert définie erid)
est représenté en Figurel &

Le tracé de Nyquist joue un rdle important dans I'analyse de la stabilité en
boucle fermée d’'un asservissement. Il s'agit ici de la stabilité BIBO puigu’on s’in-
téresse a la stabilité de la fonction de transfert

1
S8 = 176K

Le critere de Nyquist fournit un moyen graphique simple pour étudier la stabilité
de S(s) a partir du seul tracé de Nyquist du transfert en boucle ouvefse =
G(s)K(s). Ce critere s’applique dés g&€s) n’a pas de plle sur I'axe imaginaire et
peut s’énoncer comme suit.

=1-T(s).

Critere de Nyquist: le systeme bouclé est BIBO stable si et seulement
si le contour de Nyquist dE(s) = G(s)K(s) parcouru dew = —o a

w = +oo entoure le point critiqué—1,0) un nombre de fois égal au
nombre de poles instables E¢s).
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FIG. 1.16 —Contour de Nyquist.

Exemple 1.4.6 Considérons le systém@(s) = Sfll bouclé par le compensateur
proportionneK(s) = +2. Le contour de Nyquist de(s) = G(s)K(s) = sT21 apparait
en trait plein sur la Figuré..17. Parcouru suivant le® croissants, ce contour en-
toure une seule fois le point critique. Puisdtses) a un pdle instable, on en conclut
gue la boucle fermée est BIBO stable.
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FiG. 1.17 —Critére de Nyquist.

Diagramme de Black

Dernier diagramme souvent utilisé en Automatiqudida de Black (ou dia-
gramme deNichols). Ici la phaseArg(G(jw)) est portée en abscisses (en degres) et
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le gain|G(jw)| est porté en ordonnées (en dB). La courbe des p@ifis) ainsi
obtenue représente la réponse fréquentielle. Le diagramme de Black s'utilise pour
déterminer le gain et la phase du transfert consigne/sortie
K
T(g — COK(S
1+ G(s)K(s)
a partir du tracé du transfert en boucle ouvétts) = G(s)K(s). Les abaques de

Black permettent de lire directement cette information en chaque point du tracé de
F(s) sur le lieu de Black.

Exemple 1.4.7Le lieu de Black pour I'exemple précédent est tracé en FigLira
Ce lieu tangente le cercle de gain constant 6|8 jw)| = 2) a la fréquence»= 0.

40

0db

30- . 0.25db
0.5.db

¢ 1db k -1db

10F 3db
6db.-

13 db

+6 db

Open-Loop Gain (db)
o
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+20db

i i 40 db
=270 -180 -90 0
Open-Loop Phase (deg)

Fic. 1.18 —Lieu de Black.

1.5 Ingrédients pour un Asservissement Robuste

La conception d’'un asservissement consiste a ajuster la fonction de transfert
K(s) du compensateur de maniére a obtenir les propriétés et le comportement dési-
rés en boucle fermée. Outre la contrainte de stabilité, on recherche typiquement les
meilleures performances possibles. Cette tache est compliquée par deux difficultés
principales. D’une part, la conception s’exécute sur un modele idéalisé du systeme.
Il faut donc assurer la “robustesse” aux imperfections de ce modéle, c’est-a-dire
garantir les propriétés désirées pour toute une famille de systémes autour du mo-
dele de référence. D’autre part, on se heurte a des limitations intrinséques comme
le compromis entre performances et robustesse.

Cette section montre comment ces objectifs et contraintes peuvent étre for-
mulées et quantifiees dans un cadre homogene favorable a leur prise en compte
systématique.
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1.5.1 Robustesse a l'incertitude

La conception d’'un asservissement s’effectue a partir d’'un modéle du systeme
réel souvent appel@odéle nominaloumodele de référenceCe modeéle peut pro-
venir des équations de la physique ou d’un processus d’identification ou la réponse
fréquentielle est mesurée par un transférometre. En tout cas, ce modéle n’est qu’une
approximation de la réalité. Ses carences peuvent étre multiples: dynamiques et
nonlinéarités négligées, incertitude sur certains parametres physiques, hypothéses
simplificatrices, erreurs de mesure a l'identification, etc. De plus, certains para-
métres du systeme peuvent varier sensiblement avec le temps ou les conditions de
fonctionnement. Enfin, des facteurs externes imprévisibles peuvent venir perturber
le fonctionnement du systeme asservi.

Il est donc insuffisant d’optimiser I'asservissement par rapport au modele no-
minal: il faut aussi se prémunir contre I'incertitude de modélisation et les aléas ex-
ternes. Bien que ces facteurs soient par essence mal connus, on dispose en général
d’'informations sur leur amplitude maximale ou leur nature statistique. Par exemple,
la fréquence de la houle, l'intensité maximale du vent, ou des bornes min et max
sur la valeur d'un parametre. C'est a partir de cette connaissance sommaire qu’on
va tenter de “robustifier” 'asservissement.

On distingue deux classes de facteurs incertains. Une premiere classe com-
prend les aléas et perturbations externes. Ce sont des signaux ou actions a caractere
aléatoire qui viennent perturber le systéme asservi. On les identifie en fonction de
leur point d’entrée dans la boucle. En se référant a nouveau a la Figyiky a
essentiellement:

— les perturbations de la commandequi peuvent provenir d’erreurs de dis-
crétisation ou de quantification de la commande ou d’actions parasites sur les
actionneurs.

— Les perturbations en sorti®, qui correspondent a des actions extérieures
secondaires ou imprévisibles sur le systeme; par exemple, le vent pour un
avion, un changement de pression atmosphérique pour un réacteur chimique,
etc.

— Les bruits de mesumeau niveau des capteurs qui corrompent I'estimation de
la valeur courante de la sortye

A noter que ces actions externes ne modifient pas le comportement dynamique in-
terne du systeme, mais seulement la “trajectoire” de ses sorties.

Une deuxieme classe de facteurs incertains réunit les imperfections et varia-
tions du modele dynamique du systeme. Rappelons que les techniques de com-
mande robuste s’appliquent a des modéeles linéaires de dimension finie alors que les
systemes réels sont généralement non-linéaires et de dimension infinie. Typique-
ment, le modéle utilisé néglige donc les non-linéarités et n’est valable que dans une
bande de fréquence limitée. Il dépend de plus de parametres physiques dont la va-
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leur peut fluctuer et n’est souvent connue qu'approximativement. Pour des raisons
pratiques, on distinguera:

— I"incertitude non structurée ou incertitude dynamique qui rassemble les
dynamiques négligées dans le modeéle. On ne dispose en général que d’'une
borne supérieure sur 'amplitude de ces dynamiques. On doit donc assumer et
se prémunir contre le pire des cas dans la limite de cette borne.

— L'incertitude paramétrique ou structurée qui est liée aux variations ou er-
reurs d’estimation sur certains parametres physiques du systéme, ou a des
incertitudes de nature dynamique, mais entrant dans la boucle en différents
points. L'incertitude paramétrique intervient principalement lorsque le mo-
dele est obtenu a partir des équations de la physique. La maniére dont les
parametres influent sur le comportement du systeme détermine la “structu-
re” de l'incertitude. Différents outils pour appréhender ce type d’incertitudes
seront développés au chapifre

1.5.2 Représentation de l'incertitude de modélisation

L'incertitude dynamique (non structurée) peut englober des phénomeénes phy-
siqguement trés divers (linéaires ou non-linéaires, stationnaires ou temps-variants,
frottements, hystérésis, etc.) Les techniques étudiées dans ces notes sont particulié-
rement pertinentes lorsqu’on ne dispose d’aucune information spécifique sinon une
estimation de 'amplitude maximale de l'incertitude dynamique, En d’autres termes,
lorsque l'incertitude est raisonnablement modélisée par une boule dans I'espace des
opérateurs bornés de dans/,.

Un tel modele est bien sar trés grossier et tend a inclure des configurations
dépourvues de sens physique. Si le systéme réel ne comporte pas de nonlinéari-
tés importantes, il est souvent préférable de se restreindre a un modele purement
linéaire stationnaire de l'incertitude dynamique. On peut alors pondérer le degré
d’incertitude en fonction de la fréquence et traduire le fait que le systeme est mieux
connu en basse qu’en haute fréquence. L'incertitude est alors représentée comme un
systéme LTI perturbateuG(s) qui s’ajoute au modéele nomin&@(s) du systeme
réel:

Grgel(S) = G(s) +AG(s). (1.43)

Ce systeme doit étre BIBO-stable (borné @edans/,), et on dispose en géné-

ral d’une estimation de I'amplitude maximale 4&(jw) dans chaque bande de
fréquence. Typiquement, cette amplitude est faible aux basses fréquences et croit
rapidement dans les hautes fréquences ou les dynamiques négligées deviennent pré-
pondérantes. Ce profil est illustré en Figtré®. Il définit une famille de systémes

dont I'enveloppe sur le diagramme de Nyquist est représentée en Eiglirgcas

SISO). Le rayon du disque d’'incertitude a la frequeaaest |AG(jw)|.



1. ELEMENTS INTRODUCTIFS A LA COMMANDE ROBUSTE 38

AG(jw)|

FIG. 1.19 —Profil type pourlAG(jw)|.

Im(G(jw))

:+00

w
©=0 / 0(G(jw))

FIG. 1.20 —Famille de systemes.
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Linformation sur I'amplitude AG(jw)| de I'incertitude peut étre quantifiée de
plusieurs maniéres:

— incertitude additive : le systéme réel est de la forme:
Grgel(S) = G(s) +A(s) (1.44)

OUA(s) est une fonction de transfert stalgjei vérifie:

[V (@) A(j o)W ()]0 < 1 (1.45)

pour certains gabaritdf(s) et W (s). Ces gabarits, aussi appelés matrices
de pondération, permettent d’'incorporer I'information sur la dépendence fré-
quentielle et directionnelle de I'amplitude maximale Ags) (voir valeurs
singulieres).

— incertitude multiplicative a I'entrée : le systeme réel est de la forme:

Gréells) = G(8) (I +A(9)) (1.46)

ou A(s) est comme ci-dessus. Cette représentation modélise des erreurs ou
fluctuations sur le comportement en entrée.

— incertitude multiplicative en sortie: le systeme réel est de la forme:
Greel(s) = (I +4A(s)) G(s) (1.47)

Cette représentation est adaptée a la modélisation des erreurs ou fluctuations
sur le comportement en sortie.

En fonction des données sur les imperfections du modele, on choisira plutét I'une ou
I'autre de ces représentations. Notons que I'incertitude multiplicative a un caractéere
relatif.

L'incertitude paramétrique est plus difficile a représenter et a prendre en compte.
Elle sera abordée en détail au chapiire

1.5.3 Stabilité robuste

La stabilité en boucle fermée est sensible aux erreurs de modélisation du sys-
teme QAG(s)) et aux dérives de la command&K((s)). Assurer la stabilité du mo-
dele nominal bouclé n’est donc pas suffisant. Il faut également garantir la stabilité
de tous les systemes atteignables par les perturbdi®rs AK admissibles, parmi
lesquels se trouve le systeme réel lui-méme. La stabilité est dite “robuste” lorsque
cette garantie supplémentaire est fournie.
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Dans cette section, on se restreint a des incertitudes non strucNGétaK .
Un résultat instrumental pour la stabilité robuste est le Théoréme des Petits Gains
(Small Gain Theorejrdont nous présentons deux versions.

Théoreme 1.5.1 (Théoreme des Petits Gains, 1ere version)
Considérons la boucle d’asservissement de la Figure ou L est un systeme BIBO
stable quelconque (opérateur dgdans’,).

; w

L L

Fic. 1.21 —Théoréme des Petits Gains

Une conditiorsuffisantepour la stabilité interne de cette boucle est que L soit
une contraction, c’est-a-dire que

vuv e fa, [|L(u) = L(V)[l2 < o flu—=v]2

avec0 < a < 1 (ici ||.||2 dénote la norme naturelle des signauxédp
Si L est linéaire, cette condition se réduit/a || < 1.

Justification:  Ce résultat repose sur le Théoreme du point fixe dans les espaces
de Banach, I'espace étant i¢i. Pour montrer que la sortig est dang, des que
I'entréev € /2, on considere I'équation fonctionnelle de la boucle (d’'inconmue

w=L(V—w)
ou de maniere équivalente aprés le changement de variabie- w:
z=v-L(2). (1.48)

Commel, I'opérateurz— v—L(2z) est une contraction d& et admet donc un point
fixe, i.e., une solutioaz € /5 de (1.49. On en déduit immédiatement que=v—z <
lo.

Le méme raisonnement s’applique pour des signaux entrant aux autres points
de la boucle (i.e., avant et apres d’ou stabilité interne. Une preuve plus détaillée
se trouve dang].

Le Théoreme des Petits Gains montre qu’un gain de boucle inférieur a 1 ga-
rantit la stabilité interne en boucle fermée indépendamment de la naturéBgkn
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évidemment il ne s’agit que d’'une conditisuffisante Les implications pour le
probléme de stabilité robuste face a de l'incertitude dynamigue sont développées
dans le corollaire suivant. Notons qu’une généralisation de ce théoréme sera pré-
sentée au chapitresur lap analyse.

Théoréme 1.5.2 (Théoreme des Petits Gains, 2éme version)

Considérons la boucle d’asservissement de la Figut& ou le systeme nominal
P(s) est un systéme linéaire stationnaire stable et I'incertitude non structiifée
est un opérateur dé vérifiant:

vuyv e lo, ||A(u) —AV) |2 <a |lu—V|2 (1.49)

avecO<a < 1.

LA P

Fig. 1.22 —Théoreme des Petits Gains: stabilité robuste

Cette boucle est stable de facon interne pour tdatisfaisant (.49 si et
seulement si
[Plleo <1,

et ce résultat reste valable lorsque l'incertitudeest restreinte a I'espace des sys-
témes linéaires stationnaires stabkes) de norme|A(s) || < 1.

Justification:  La condition||P||. < 1 est clairement suffisante puisqu’aldrs-
Ao P est une contraction et la premiére version du théoréme s’applique.
Réciproquement, il suffit de montrer la nécessité lorsfyest LTI, stable, et
de normeH,, inférieure a 1 (cas particulier des contractionggle Supposons que
B = |P|l» > 1 etintroduisons la fréquencepour laquelle ce gain est atteint, i.e.,

P(jo)u=Bv

pouru,v vecteurs unitaires. Puisqu¢< 1, on peut toujours construifgs) stable
verifiant||A(s) || < 1 et
A(jo)v=—(1/B)u.
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On a alors(l +A.P(jw))u= 0 et la matricd + A.P(jw) est singuliére. Par consé-
quent, la boucle fermée n’est pas stable puisque:

ISl = [|(1 +A(S)P(9))) ~Hleo = +-o0.

Ce résultat s’applique directement au probleme de stabilité robuste de la boucle
de suivi de la Figure..5. Prenons le cas d’'une incertitude additive sur le modele
G(s) (voir (1.49) et supposons que cette incertitude est bornée en fonction de la
fréquence par:

Omax(A(jw)) < Wa(w) (Vw e R). (1.50)

Un profil typique de la fonction majorante,(w) est représenté en Figufie
Supposons de plus que le systeme nominal est stable en boucle fermée, i.e., que
S(s) = (1 + GK(s)) ! est stable et qu'il n’y a pas de simplification instable. Pour
appliguer le Théoreme.5.2, il suffit de réécrire la boucle fermée de la Figtiré

sous la forme de la Figure22. Le bilan des signaux est

y=q+Guy; u= —Ky; q=Au
soit aprés élimination dy
u=—(1+KG)Kg, g=Au

Ces équations correspondent a la boucle de la FigtiteavecP(s) = (I +KG(s)) 1K (s) =
K(s)(I +GK(s))~L. Pour appliquer le théoréme, on doit enfin normalisés) en
remplagcant® et A parw,P et A/w; (qui devient alors arbitraire dans la boule
IX]|w < 1). On peut a présent conclure que la stabilité en boucle fermée sera pré-
servée pour toute erreur additive de modélisafi¢s) stable et vérifianti(.50) si
et seulement si

[WaK (I +GK) e < 1. (1.51)

q
A
I
K G ()

FIG. 1.23 —Boucle de suivi avec incertitude dynamique
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Un calcul similaire fournit des conditions analogues pour la stabilité robuste
face a de l'incertitude dynamique multiplicative. Ces conditions sont récapitulées
dans la Tablel.l Leur interprétation est simple: la ou l'incertitude est grande
(W(w) > 1), les modules d&S(jw) et T(jw) et donc le gain en boucle ouverte
omax(GK(jw)) doivent étre faibles. Ceci conduit au principe fondamental suivant:

la stabilité robuste exige de petits gains la ou I'incertitude non struc-
turée est importante.

Notons que la conditionl(57) reste suffisante mais plus nécessaire si I'incertitude
est structurée ou paramétrique. Elle devient alors conservative et peut conduire a
une atténuation du gain incompatible avec les objectifs de performance. On a donc
souvent besoin de conditions plus fines basées sur les valeurs singulieres “structu-
rées” (voir section 9). En pratique, I'incertitude non structurée est surtout utile pour
modéliser les dynamiques haute-fréquence négligées ou mal connues, ou les faibles
non-linéarités.

type d’incertitude| borne sur l'incertitude stabilité robuste ssi
G+A 18(j00)[leo < Wa(0) | [IWa K(I +GK) Hle < 1
G(1 +4) 1A(j0)[|eo < Wini(02) | [[Wini KG(I +-KG) oo < 1
(1+8)G 1A(jw) oo < Wino(w) | [|Wino GK(1 +GK) ~Hle < 1
K+A4 1A [ < Wi(00) | [ G(1 +KG) oo < 1

TAB. 1.1 —Conditions pour la stabilité robuste.

Pour conclure, on notera que dans le cas SISO, la norme infinie de la fonction
de sensibilitéS(s) est liée aux notions classiquesmarge de gainet demarge de
phase Ces notions sont habituellement définies sur le diagramme de Nyquist et in-
diquent I'éloignement du tracé @& jw)K(jw) par rapport au point critique-1,0).
Rappelons qu'il y a perte de stabilité lorsque ce tracé traverse le point critique. La
marge de gain est:

marge de gair= —20 log;o |G(jwp)K(jwp)| (1.52)



1. ELEMENTS INTRODUCTIFS A LA COMMANDE ROBUSTE 44

ou wp est la frequence a laquelle le tracé de Nyquist traverse le demi-axe de phase
180" (phase crossovgrElle mesure de combien le gain peut varier a cet endroit
avant de toucher le point critique. La marge de phase est:

marge de phase Arg(G(jwe)K(jw)) — 180 (1.53)

ou w est la fréquence a laquelle le tracé de Nyquist traverse le cercle unité centré
a l'origine (fréquence de coupure). Elle mesure de combien la phase peut varier
(rotation du tracé autour de I'origine) avant de rencontrer le point critique.

En comparaison,||S|s! mesure directement le distance minimale du tracé
de Nyquist au point critique. Il s’agit donc d’'une mesure plus fiable du degrée de
stabilité. Ces différentes notions sont illustrées sur la Figuié

Im (G(jw)K(jw))

ma@édegmn

=

, | D@0k (o)

marge de
phase

GiwK(jw)

FIG. 1.24 —Marges de gain et de phase.
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1.5.4 Passivité

Avant de terminer ce chapitre, nous donnons quelques indications sur la notion
de passivité qui tout en étant trés proche du Théoréme du Faible Gain, fournit une
autre maniére de garantir la stabilité d’'un systeme bouclé. La passivité est, en parti-
culier, une notion trés utile pour I'étude des systemes flexibles (i.e., comprenant des
modes résonants). Elle se définit de la facon suivante.

Definition 1.5.3 (Passivité)
Soit Gs) un systéme linéaire stationnaire MIMO et stable. Ce systéme est dit passif
si et seulement si 'une des conditions équivalentes suivantes est verifiée:

() pour tout ue /45, le signal de sortie y¥= g u € ¢ verifie:
VT >0, /OT YT (t)u(t)dt >0,
(i) G(s) vérifie
G(s)+G*(s) >0  pour tout s tel que Re) > 0. (1.54)

(iii) G (s) vérifie
101+G) 11 —G)|lo < 1. (1.55)

A noter que dans le cas SISO, la condit{gns’écrit aussRg G(s)) > 0. Autrement
dit, le diagramme de Nyquist d&(s) doit étre entierement contenu dans le demi-
plan droit.

L'intérét de la passivité découle du résultat suivant sur le rebouclage des sys-
téemes passifs.

Théoréme 1.5.4Considérons le systeme bouclé de la Figlurea

Si G(s) est un systéme linéaire stable passif, alors la boucle fermée est stable
pour tout opérateur passif de/,, c’est-a-dire pour tout opérateux(.) satisfaisant:

.
VT >0, /0 7T (£) A(z(t)) dt > 0.

Proof:  \oir la référenceJ].

Une conséquence immeédiate de ce Théoreme est que la boucle de suivi de la
Figurel.5est stable dés que la boucle ouveBié(s) est passive (prendie = 1).
On peut donc rechercher la passivité comme moyen d’'imposer la stabilité. Cette
démarche est particulierement pertinente en présence de modes souples d’amortis-
sement incertain. En effet, une variation d’'amortissement fait varier le gain mais pas
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FIG. 1.25 —Théoreme de passivité.

la phase. La boucle ouverte restera donc passive et la stabilité sera maintenue quelles
gue soient les variations d’amortissement. On notera qu’il s’agit ici d’'incertitude pa-
ramétrique pour laquelle le Théoréme des Petits Gains est typiqguement trés conser-
vatif (a cause des importantes variations de gain sous-jacentes). Avec I'approche
par passivité, on évite ce conservatisme et on obtient souvent une bonne robustesse
sans dégradation importante des performances. Ceci étant, cette approche ne permet
pas une prise en compte quantitative de I'incertitude comme avec le Théoréme des
Petits Gains. Il faut se tourner versylasynthese pour un traitement quantitatif plus
rigoureux.

D’apres (iii) de la Définition ; la passivité deGK(s) peut s’exprimer
comme une contrainte sur la noridg de

S—T=(I+GK) (I - GK).

En pratique, on n’exige souvent la passivité que dans des bandes limitées de fré-
guence (par exemple, au voisinage des modes souples), et on utilisera donc une
fonction de pondération pour sélectionner les zones de fréquences désirées.
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Chapitre 2

La syntheseH,,

Dans ce chapitre, nous examinons la technique de synthgs€ette tech-
nique présente des similarités fortes avec la méthode LQG, mais elle s’en différen-
cie pour différentes raisons que nous mettons en évidence. Ce chapitre décrit éga-
lement différentes structures typiques de synthése trés utilisées en pratique telles
que la structure de sensibilité mixte et sa version duale. Ces structures permettent
de prendre en compte les différentes spécifications et les conflicts qui apparaissent
dans de nombreux problémes pratiques. On porte aussi une attention particuliére
sur le probleme dioop shapinget le choix des fonctions de pondération. Ces fonc-
tions jouent un rdle trés important dans les applications car elles déterminent la
bande passante du systtme commandé mais aussi sa robustesse et ses propriétés en
termes de rejection de bruits. On décrit egalement les principaux algorithmes pour
la construction des solutions du probléidg. On examine plus particulierement
I'algorithme DGKF qui est actuellement I'algorithme le plus fiable et le plus ra-
pide pour résoudre les probléntds. Enfin, on discute brievement 'utilisation des
techniques LMI dans le cadre de la synthBlse
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2.1 MéthodedH., pour la Synthese d’Asservissements

2.1.1 Le problémeH. standard

Sous sa forme la plus simple, le probléhig est un probléme de réjection de
perturbation. Il consiste a minimiser I'effet d’'une perturbatwisur le comporte-
ment du systéme. Le signalest supposé d’énergie finie et sa taille est mesurée en
norme/,. Son effet sur le systeme est mesuré par la nggndéun vecteur “colt’z
Enfin, on peut agir sur le systéme par une commaneteon dispose d’'une obser-
vationy. Il s’agit donc de synthétiser une loi de commande K(s)y qui minimise

I'impact dew surz. On mesurera cet impact par le rapp#@%. La stabilité interne

du systéme bouclé devra bien sQr étre assurée.
Ce probleme standard est représenté schématiquement par laZigure

w z

Fic. 2.1 —Probléme H, standard.

La fonction de transfei®(s) décrit les interconnections entneu,z)y:

Z(s) \ W(s) \ [ Pu(s) Pio(s) W(s)
(59 )=Po(ue )= (e me ) (ue ) @
On appelleP le systeme glant) et on le supposera propre. Lorsque ce systeme est

rebouclé sur la commande= K(s)y, le transfert boucle fermée deaz est donné
par la Transformation Linéaire Fractionnelle (LFT):

F (PK) = Pa+ PraK (I — PooK) ~*Pas. (2.2)
En observant que le rati vzv|]|]22 est dans le pire des cas:

sup 22 _ 5 (pK)) 2.3)

w20 [[Wl2
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le probleme décrit ci-dessus peut se formuler mathématiquement comme suit:

Probleme H., Optimal: minimiser || ¥ (PK)||» sur I'ensemble des
compensateur§(s) qui stabilisent le systéme de maniére interne.
Le minimum est notéy,p et appelé gain (ou attéenuationfi,-optimal”. Le pro-
bleme sous-optimal associé joue également un role important:

Probleme H., Sous-Optimat étant donnéy > 0, trouver un com-
pensateuK(s) qui stabilise le systtme de maniére interne et assure

I1F(PK) o <.

2.1.2 Formulation H. du loop shaping

Nous avons vu aux chapitrésque la plupart des spécifications fréquentielles
peuvent s’exprimer par des contraintes sur le profil de la plus petite et plus grande
valeur singuliere du transfert en boucle ouvé&it€(s). De fagon équivalente puisque

Omin(GK(jw)) > 1 <= omaSjw)) <1
OmaxCK(jw)) <1 <= onaxT(jw)) < 1,

on peut raisonner en termes de contraintes sur I'allure des fondijgpsS(jw))
et omaxT (jw)). Ces contraintes sont de la forme:

Omax(S(jw)) < ls(w);  Omax(T(jw)) < fr1(w) (2.4)

ou /s et /1 sont des fonctions scalaires spécifiant I'allure désirée.
Si I'on définitwy := (5T etws := (71, (2.4) s'écrit aussi:

Les fonctionsw; et ws sont appeléefonctions de pondération(weighting func-
tions). Les indices 1 et 3 sont utilisés par convention en lien avec la Figure
Dans le cas MIMOw etws peuvent étre des matrices de facon a privilégier cer-
taines directions et donc a modeler plus précisément les valeurs singulié3es$ de
T.

Déterminer directement un compensat&ys) qui assure {.5) est un pro-
bleme ouvert. Cependant, on peut substituer@ (ne condition proche qui conduit
a un probléme., sous-optimal. En effet2(5) est impliquée par

w1 S
wi3T

w1S
ma STl < (22 )] < V2 mawsSin s o).

<1 (2.6)

[oe]

etl'on a

[ee]
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Pour obtenir les profils désirés poofaS(jw)) et omaxT (jw)), il est donc rai-
sonnable de chercher a réalis2rd en résolvant:

Probleme de Sensibilité Mixte trouver un compensatel(s) qui
Sl : W1 S
assure la stabilité interne de la boucle et satlsf%éewl_r )
3
En pratique, le probléme de sensibilité mixte est souvent insuffisant pour trai-
ter toutes les spécifications dlaop shaping En particulier, on a vu en 5.3 et 5.4
gue les considérations de stabilité et performances robustes peuvent introduire des
contraintes sur d’autres fonctions de transfert conBet auss, G et KGX

ou

<1.

[oe]

>=(1+KG)™
Pour les prendre en compte, on doit s’'intéresser a la généralisation suivante.

Probléme de Sensibilité Mixte Généralisg trouver un compensateur
K(s) qui assure la stabilité interne de la boucle et satisfasse:

w1 S Wy 2
wy KS <1 et ws G <1 (2.7)
w3 T Wg KGZ

00 [ee]

Pour conclure cette section, notons que les problemes introduits ci-dessus sont
des cas particuliers du problére sous-optimal. En effet, les critéres utilisés sont
du type
1F (PK)[lo <1

ou P(s) est construit a partir d& et des matrices de pondératimncomme suit:

w1 S
FPK) = | wKS | — P= (2.8)
w3 T
Wy 2
VEPK) = | wsGz | — P= WBG —WsG (2.9)
ws KGS We
G | -G

Le terme “systeme augmenté” est utilisé p&(s). La construction du probleme

W1 S
H. équivalent est illustrée en Figufe? pour le critére|| [ w» KS <1 La
W3 T o
fonction de transfert dev au signal de sortie est:
71 w1 S
Z(s)=| Zo | = woKS | W(s).

Z3 w3 T
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On reconnait bien un probleme de rejection de perturbation ou I'effet sl& les
sorties filtréegz,2»,73) doit étre atténué en dega du ratio 1.

Sw -

W1 21

KSw
W2 Vi)

T.w
W3 z3
+
W ) K G
— e u y

FiG. 2.2 —Probleme de sensibilité mixte.

2.2 Reésolution du ProblémeH.,

Cette section présente les techniques de résolution par variable d’état des pro-
blemesH., sous-optimaux et optimaux. L'approche variable d'éttate-space
date de 19897 et est aujourd’hui la plus riche et la mieux adaptée au calcul
numeérique. Elle marque un pas décisif vers une synthése systématique des asser-
vissements robustes.

2.2.1 Reésolution du probléeme normalisé

Introduisons une réalisation minimale du systémig):

Pi1(s) Pi2(s) D11 D12 C1 1
P(s) = ( Poi(s) Pao(s) ) = ( Dy; Doy ) + ( C ) (sl—A) ( B1 B )
(2.10)
Cette réalisation est associée a la description interne suivarir(t le vecteur
d’état):
X = Ax+Biw+Bou
z Cix+D11w+Djou . (2.11)
y = CoX+D2aw+Daoou
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On supposera que
Dy € Rplxmz; Dy € R P2xMm

avecm > p2 andp; > mp. Enfinn désignera la taille d4, i.e., 'ordre du systeme
P(s).

La solution par variable d’état n’est applicable que sous les hypothéses sui-
vantes.

(A1) (AB2,Cy) est stabilisable et détectable. Cette condition est nécessaire et suffi-
sante pour I'existence d’'un compensateur qui stabilise le systéeme de maniere
interne.

(A2) Les matriced 12 etDy; sont de plein rang.

(A3)
rang( jol —A —B, ) =n+m
C D12
et
rang( jol —A B ) =n+p
—-C2 D21 2
pour toutw € R. Autrement dit,P12(s) et P>1(s) n'ont pas de zéro sur I'axe
imaginaire.

Ces deux derniéres hypotheses sont appédigpsthéses de régularité Dans un

premier temps, nous ferons en plus les hypothéses simplificatrices suivantes dites

de “normalisation”:

(A4) normalisation:D],(D12,C1) = (1,0) et D21(DJ,,BI) = (1,0).

(A5) D2 =0etDy1=0.

On peut toujours satisfaire (A4)-(A5) par des changements de variables appropriés.
On a la caractérisation suivante des valeurs sous-optimalgg @K ) ||.. pour

le probleme normalis&’].

Théoréme 2.2.1Sous les hypotheses (Al)-(A5) ci-dessus, il existe un compensa-
teur K(s) qui stabilise le systeme de maniére interne et asguféP,K) || < ysi et
seulement si:

() les équations de Riccati

ATX + XA+ X(y 2B1B] — BB} )X +C/C; =0; (2.12)
AY+YA +Y(y2C[C;—CJC)Y+B1B] =0 (2.13)

ont des solutions stabilisantes, ¥t Y., respectivement.
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(ii) Ces solutions vérifient de plus
Xo >0,  Yo>0;, p(XeoYw) <V (2.14)

Pour la résolution des équations de Riccati )-(2.139), on se réferera a I'ap-
pendice. L'existence de solutions stabilisantes traduit la contrafAit@ K) || <y
alors que les conditions de positivité {4) assurent la stabilité interne. On rappelle
que si

K(s) = Dk +Ck (sl — Ax) 1Bk

est une réalisation (minimale) du compensateur, la matrice d’état du systeme bouclé

est (voir 2.2)
A+ByDkC; BoCk
= 2.1
por = (A1 en e B (2.15)
et la stabilité interne est équivalente a la stabilitédgde au sens des matrices.
Le Théoréme suggere un algorithme de dichotomie pour calculer le gain

He-optimalyopt. Cet algorithme est connu sous le nomyegération. On initialise
le processus de dichotomie avec un intervpién,Ymax contenanti,p: €t a chaque

itération, on élimine une moitié de cet intervalle en testant les conditions (i)-(ii) au
point median

1
Y= > (Ymin =+ Ymax)-

Si elles sont satisfaites, orya- yopt €t On rejette la moitié droite de I'intervalle. Si-
non, on élimine la moitié gauche. Ce schéma itératif s'arréte lorsque la longueur de
I'intervalle tombe en-dessous de la précision désirée pdrA chaque itération,
“tester” la valeuly exige d’effectuer les opérations suivantes:

Etape 1. calculer le spectre des matrices Hamiltoniennes

oo ( A y2B;B] —BBJ ) 3 ( AT y2clc-Clc )
® -CIC, —~AT P —B1B] ~A
(2.16)
associées aux équations de Riccati))-(2.19. Si ces spectres contiennent
des valeurs propres imaginaires pures, conclureyqugopt €t passer a l'ité-
ration suivante.

Etape 2: calculer les sous-espaces invariants stab(egx ) et ( (SYY ) de
X

H. etJ, respectivement. On notera qu’ils sont toujours de dimensice
stade. SPx ou Ry est singuliere, conclure que< yopt €t passer a litération
suivante. Sinon, calculer les solutions stabilisantes des équations de Riccati
comme:

Xo = QxPyh Yo=QvR/1L

Etape 3: tester (i) pour conclure sur la position g@ar rapport §opt.



2. LA SYNTHESE &l 56

Signalons que, dans la majeure partie des cas, I'optimum est caractérisé par I'égalité
p<X°°Y°°) = ch)pt-

En plus d’'une caractérisation du gail,-optimal, I'approche variable d’état
fournit également des formules explicites pour une solution particuliere du pro-
bléeme sous-optimal de paraméjre

Théoreme 2.2.2Supposons (A1)-(A5) et sgit> yopt. Alors le compensateur
Ke(s) = Ce(sl — Ac) 1B
avec

Ac = A+ (Y ?B1B] — BoBJ )Xo — (I — Y Yoo Xoo)  WYeCI C;
Be = (I — Y e Xeo)  YesCJ Ce=—B) X (2.17)

stabilise le systéme de maniére interne et satisfait
1F (PKe)llw <.
Cette solution particuliere du probléme.sous-optimal est appeléempensateur

central (central controller).

On notera que le compensateur central est strictement propre et d’ordre égal a ce-
lui du systémedP(s). Si 'optimum est caractérisé pafXe.Yeo) = ygpt, ces formules
deviennent singulieres au voisinage Wg: (I — ¥V ?YwXe N'est plus inversible a
I'optimum). Cependant, on montre qlfg tend alors vers un compensateur d’ordre
réduit, la chute d’ordre étant égale a la chute de ranlg{iyggtYme. Cette réduc-
tion d’ordre provient de la simplification de péle(s) a I'infini.

On conclut cette section par un exemple illustratif simple.

Exemple 2.2.3Considérons le systéeme

0 0| 1
PO=l 1S
s-1 -1

Une réalisation minimale?(10) de ce systéme est obtenue pour

A:(é_11>; Bl:(ég>; Bz=(i); G = (0,0);

C = (1, — 1); D11= (0,0); Di2=1, Dy = (0,1); Dy, =0.

On vérifie aisement que ces parametres satisfont (Al1)-(A5). L'algorithmg de
itération donne alorg,pt ~ 1.609. L'optimum est caractérisé pg(XeoYe) = ycz,pt.
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Poury= 1.7, le calcul des paramétres du compensateur central donne:

A ( ~428 302 ); B, — ( 241 >; Ce = (—1286,— 6.43)

1286 _7.43 0
Soit o1
Ke(§) = =31055 5175 67,29

La norme de¥ (G,K¢) est 1.698 qui est bien inférieure a 1.7. Enfin les poles du
systéme bouclé sontl, — 1, — 1.41, — 1829 ce qui confirme la stabilité interne.

Lorsqu’on approche dgpt, le compensateur central évolue comme suit:

s+1
=165 — Ke(g)=-
y=165 (9 = ~0.01582 + 0.665+ 2.14
s+1
y=161 — K8 =-3 167 06251212
s+1

y=160949 — K(s)=

 5x1062+0.625+212
On voit que ce compensateur tend vers le compensateur optimal
s+1 2.42
Kon(S) = ~Gezsr 212~ 1011~ 53 42)
On notera la réduction d’ordre a I'optimum.

Pour conclure cette section, notons que lorsgue+oo, le compensateur cen-
tral tend vers le compensateur de parametres:

Ac=A—BBIX-YJC,; B=YJ,; Cc=-BIX (2.18)

ou X etY sont les solutions stabilisantes des équations de Riccati:
ATX + XA—XBBI X +C]Cy =0; (2.19)
AY+YA —YCICY +BiB] =0. (2.20)

On reconnait ici le compensateur optimal pour le probleme linéaire quadratique
Gaussien (LQG) suivant.

Probléeme LQG: trouver la commandeu(t) = F(y(t)) (retour d’ob-
servation) qui minimise la fonction co(t

Ju) =E [/O+oo (x'C{Cix+u'u) dt (2.21)

pour le systéme décrit par les équations d’état

{ X(t) = AX(t)+Bau(t)+Biw(t) (2.22)
y(t) = Cox(t)+v(t) '

ou v et w sont des bruits blancs Gaussiens non corrélés de variance
unitaire.
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On montre que ce probléme est équivalent a la minimisation de la ndpna
systeme bouclé, soit

' PK)||2.
Jmin |7 (PK)2

Pour cette raison le compensateur.() est aussi appelé compensategroptimal.
Contrairement au problemt,,, le compensateur optimal est ici unique. Enfin, rap-
pelons qu’une forme équivalente de 19 est

u(t) = —BIX X(t) (2.23)

ouX(t) est I'estimée de Kalman de I'étaft) construite en fonction de I'observation
y(t) selon

K(t) = AR(t) +Bou(t) + YO [y(t) —CoX(1)];  X(0)=0. (2.24)

La matriceL = Y(‘QT est appelée gain de I'observateur de Kalmag4).

2.2.2 Solution générale des problemds,, réguliers

On donne ici la caractérisation gg, et les formules du compensateur central
K¢ pour le probleme régulier sous-optimal le plus général ou seules (A1)-(A3) sont
supposées. Les résultats sont qualitativement les mémes mais les formules sont plus
complexes. On maintiendra encore I'hypothBsge—= 0 puisqu’elle correspond a un
simple changement de variable pour le compensateur. En efgls)siésout le pro-
bléme sous-optimal avey, mis a zéro, alorsK (I + D2,K)~1 résout le probléme
original.

La contrepartie des équations de Riccatil()-(2.139 est obtenue en rempla-
cant les expressions (L6 des Hamiltoniens par:

Heo = A 0 )+
7\ -Clc, AT

-1
B B, y?| -D],D11 —DJ,D1 DI,C: Bl . (2.25)
—C{D11 —C]D12 -D[,D11 —DLDi12 D,Ci B} )

Jeo = A0 +
?7\ -BiB] -A

cl cl Yl —D;iD], —D1iDL, \ T/ DuBl C
. . = 2 1 (2.26)

La charactérisation du gain optimaly est donnée par la contrepartie suivante
du Théoreme
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Théoréme 2.2.4Sous les hypothéses (Al)-(A3) et aveg B 0, il existe un com-
pensateur stabilisant de facon interne et tel due(G,K)|l» <y si et seulement
Si:
(I) Y> 04 .= max{ 0max(<| — DlzDii_z)D]_l) ,Gmax<D11(| — D—2~_1D21)) }
(i) Les équations de Riccati associées aux HamiltoniengHl, ont des solutions
stabilisantes X = Ric(He) et Yo = Ric(Jw).
(iii) Ces solutions vérifient de plus:

X0 >0,  Yu>0;,  p(XeYw) <Y

Poury > yopt, 'analogue du compensateur centiglpour le probleme norma-
lisé est construit comme suit:

1) calculer une matric®. telle que
Omax(D11+ D12DcD21) <. (2.27)
> )3 A
D12 = (U,Uz) ( 32 )WT; D21=Z (221,0) ( V;T )
sont des SVD d®12 etD»1, la contrainte £.27) est équivalente a

. ( U D11V1+Z1WTDeZ551 U{ D11Vo ) <y
max UJD1V1 UJD11Vo

qui est en particulier satisfaite pour
De=-W3 JAS,ZT (2.28)
ou
A=U] Dll{l +V, [031 =V DI,UoUT D1Ve] V) DT,UUT Dll}vl

etogy est défini en (i) du Théoreme
2) Calculer les parametres réduits suivants:

A= A+ByDCy; B = B1+ BoDcD2y;
C =C1+D12DcCo; D = D11+ D12DcD21. (2.29)

3) Calculer

Be= — (I -y 2YaoXeo) L [(YooCI D, + 53) n
(Yol +B1D1,) (Y1 —D11D]) ' D|DJ;  (2.30)

(51 =C1— D11D;1C2; 511 = D11(| — D51D21).
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4) Calculer

Co=D1, [ (DL B X+ C) + D (I — BL,011) * (B] X + BL,Cy) |
(2.31)
ou
él =B1— BZDIZD]-]-; [311 = (| — D12DI2)D11.

5) DéterminerA; en résolvant

(1 =Y Yoo Xeo) Ac = A+Y Y A" Xoo 4 BoCo+ (1 =y 2YeoXoo ) BCo+

g - | D\ '/ C+D
(=¥ Yool B+ (I =Y *YeoXeo) BeD21) (%T vl) (—\flasl&)'
(2.32)

2.3 Loop Shaping par les Méthodesl.,

2.3.1 SolutionHs du probleme deloop shaping

La solution du probléméd, sous-optimal décrite plus haut est directement
applicable au probléme de sensibilité mixte et dontoap shapingll suffit de cal-
culer une réalisation minimale du systeme augmesg. Pour ce faire, on utilise
les formules de multiplication des réalisations minimales données en 2.2. Prenons
I'exemple de
wa(s) | —wi(s)G(s)
0 Wo(S)
0 W3(S)G(S)
I | —G(s)

et introduisons les réalisations minimales:

_ AG BG . _ AW]_ B\N1:| . _ |:AW2 BW2:| . _ |:AW3 B\N3:|
© {CG DG}’ . |:CW1 DW1 2 CW2 DW2 W C\Na DW3 .
(2.33)

Ici la difficulté principale est d’assurer la minimalité de la réalisation obtenue pour
P(s). Ainsi, 'approche directe qui consisterait a former la matrice de fractions ra-
tionnellesP(s) et a en calculer une réalisation n’est pas viable en pratique; & cause
de I'apparition répétée de(s) notamment, I'algorithme de réalisation a tendance a
dupliguer les modes d8 et donc a fournir une réalisation non minimale.

Pour éviter de telles duplications, on peut chercher a décompgseen un
produit de fonctions de transfert @iw;,Wo,w3 n'apparaissent qu’une seule fois.

P(s) =
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Par exemple,
wp —w1G -G
. 0 W2 . |
P= 0 WG diag(wz,wW2,ws3,l) G
I -G -G

= diag(wg,wp,w3,1)

— OO — OO0 —

oo — O
!l — O

N
o o —
G — o
w

N

N

A partir des réalisations minimales @Gewz,w» etws on obtient:

diag(Aw; Ay Aws) ‘ diag(Bw;,Bw,,Bw;) O
0 1;
0 I

diag(wi,wo,wg,1) = diag(Cw,; ,Cw,,Cws) | diag(Dw, ;Dw,,Dw;)

En utilisant la formule de multiplication des réalisations (voir 2.2), on en déduit

Ac |0 Bg
—Cg |l —Dg
P = diag(wi,wz,wz,l) 0O [0 |
Cs |0 Dg
—Cg |l —Dg
As 0 0 0| O Bg
—BwCs Ay, O 0 |Bw, | —Bw;Dc
0 0 Ay, O 0 Bw,
_ Bw:Cc 0 0 Ay | O Bw;Dc (2.35)
- DW1CG Cwl 0 0 le - le De . '
0 0O Cw O 0 Dw,
Dw,Ce O 0 Cw| O | DwDg
—Cg 0 0 0 I —Dg

Cette réalisation est bien minimale. On notera que I'ordre du systeme augmenté
P(s) est la somme des ordres @eet des différentes fonctions de pondération:

ordre(P) = ordre(G) + ordre(w; ) + ordre(ws) + ordre(ws). (2.36)

Sous réserve que les hypothéses (Al)-(A3) soient vérifiées, on peut directe-
ment appliquer I'algorithme dgitération pour déterminer si I'atténuatign= 1 est
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faisable. Si oui, le probleme de sensibilité mixte de critére

w1 S
| F (PK)||w = wo KS <1
w3 T

00

est solvable et les formules du compensateur central fournissent une solution parti-
culiere d’ordre égal a I'ordre du systeme augmenté. La partie synthése du compen-
sateur est donc immédiate et I'essentiel du travail consiste a choisir les fonctions de
pondération appropriées.

Pour conclure, on donne la contrepartie de{) pour le critere

Wy 2
Wg GZ
wg KGX
ouX = (1 +KG)~L. Pour ce critere une réalisation minimale du systéme augmenté
est:

A 0 0 0 Bc —Bg
0 AW4 0 0 BW4 _BW4
BuisCc 0 Aws 0 |ByDc | —ByDo
B 0 0 0 Ay| O Bus
P= 0 G, 0 0 Dby | Dy (2.37)
DuCc O Cu O |DuwDg| —DuwsDc
0 0 0 Cyl| O D
Ce 0 0 0 Dc —Dg

2.3.2 Choix des fonctions de pondération

Le choix des fonctions de pondératianest dicté par une double préoccupa-
tion:
— produire le profil désiré pour les valeurs singuliéres des fonctions de transfert
caractéristiquesSKST,GZ,...),
— assurer que le problenté, résultant est régulier, c’est-a-dire que (Al1)-(A3)
sont verifiées.

Dans le cas SISO, les spécifications de profil sont relativement aisées a traduire en
terme de pondérations. Si la contrainte Sast du type

Omax Xjw)) < [((jw)],

il suffit de choisirwy(s) = 1. La tache se réduit donc a trouver une fraction ra-

()
(J

S S

tionnelle/(s) dont le profil|/( jw)| reflete les contraintes imposées Skax(S(jw)).
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Le cas MIMO est plus complexe a cause des aspects directionnels. Les spé-
cifications peuvent en effet différer d’une pair entrée/sortie a I'autre; par exemple,
on pourra exiger de bonnes performances de suivi de la consigrar la sortie
y1, et au contraire une réjection de I'entréeau niveau de/;. Ce scénario est clas-
sique lorsqu’on cherche a découpler I'effet des commandes sur les sorties. De telles
spécifications introduisent des contraintes directionnelleS&iiT; a une méme
fréquenceaw, T (jw) devra se comporter comnedans la directiom; et comme 0
dans la directiom,. On est donc amené a modeler séparément chaque valeur singu-
liere deSetT. Ceci requiert I'utilisation de fonctions de pondération matricielles et
de la représentation généraliséel) de l'incertitude dynamique.

Une fois déterminés une allure et une expression rationnelle adéquates pour
chaque fonction de pondération, il faut s’assurer que le problémeesultant est
solvable par les algorithmes décrits en section 7. Autrement dit, que les paramétres
de P(s) donnés par4 .35 satisfont (A1)-(A3). Cette exigence est purement tech-
nigque et liee aux limites de validité de la solution présentée en section 7. Si ces
hypothéses tombent, le probleme est toujours soluble mais le calcul d’'une solution
requiert des outils beaucoup plus lourds.

En inspectant la réalisation minimaia £5) deP, on remarque les faits suivants
(avec les notations standard 10)):

— Pg]_(S) = |,
_DW1DG
Duw,
— D12 Du,Dc |’
_DG

— les modes déy, ,Aw,,Aw; sont des modes inobservables(@g,A).
Il en résulte les contraintes suivantes Guet les fonctions de pondération:

(a) wi,w2,w3 doivent étre stables. Tout pole instable invaliderait en effet I’hypo-
these (Cy,A) détectable”.

(b) Ni G, ni wi,w»,w3 ne peuvent avoir de poles sur I'axe imaginaires. En effet,

tout pOle de
Ac O 0 O
A— _BW]_CG AW]_ O 0
0 0 Ay, O

BiCc 0 0 Ay,
est un zéro dé,;(s) = .

(c) SiG est strictement propre, pour assurer Byeest de rang plein il faut obliga-
toirement soit inclure une pondération avecDy, de rang plein, soit utiliser
une fonctionws impropre choisie de sorte qwesG soit propre etwzG()
soit de rang plein.
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Ces contraintes sont assez restrictives en pratique. On ne peut pas traiter de
systeme$ comportant un intégrateur. On ne peut pas non plus mettre d’'intégrateur
danswsi, une astuce pourtant utile pour forcer un comportement intégrateiir de
On montre en effet que & etw; comportent respectivemeng etn; intégrateurs,

K devra inclure au moing; — ng intégrateurs pour quienv, )|« reste bornée. Enfin,

le degré relatif dev, ouws est fixé par celui d& d’apres (c). Or, un choix logique
pourws serait une fonction de transfert impropre (i.e., comportant une partie poly-
nomiale) puisqu’on recherche en général un gain boucle ouverte nul en trés haute
fréquence. Un remede simple consiste a ajouter des poles haute-fréquesisg a
pour la rendre propre tout en maintenant un gain élevé sur la zone utile.

On notera enfin que la contrainte (a) n’interdit vraiment que les péles sur
I'axe imaginaire. Les plles a partie réelle positive peuvent en effet étre réflechis
par rapport a I'axe imaginaire sans modifier le modulenggw). Par exemple,

wi(s) = m peut étre remplacé pan (3) = m puisque
‘ Wi (j) H jot+1|_|o?+1 ",
Wi (jw) jo—1 w?+1 '

Pour échapper aux restrictions imposées par (Al)-(A3), une pratique coutu-
miére consiste a ne se préoccuper dans un premier temps que des spécifications du
loop shaping puis a “perturber” les pondérations obtenues pour les rendre compa-
tibles avec les algorithmes. La modification effectuée doit étre suffisamment faible
pour ne pas trop compromettre les spécifications. Elle ne doit cependant pas étre
trop petite car on se heurte alors a des difficultés numériques liées a la proximité de
problémes singuliers.

2.3.3 Exemple de mise en ceuvre

L'utilisation des techniquell,, pour leloop shapinget les détails pratiques de
mise en ceuvre sont illustrés sur I'exemple suivant.

Exemple 2.3.1Considérons le systeme physique simple de la Figuieonstitué
d’un ensemble masse-ressort soumis aux frottements de Cotiomb- fx.

On veut asservir ce systéme en position, c’est-a-dire faire suivre au centre de
gravitéx(t) de la masse une consigng) arbitraire. Pour ce faire on dispose d’une
mesure de la positiox(t) et on peut exercer une commande en fart¢. La com-
mandeu est calculée a partir de I'erreet) = r(t) — x(t) et son application est
sujette a un retard de = 0.05 s.

Les spécifications du probléme sont les suivantes:

— Performance: gain en boucle ouverte supérieur a 40 dB de 0 a 1 rd/s et fré-
guence de coupurg: > 5 rd/s.
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— Robustesse: robustesse au refardt roll-off de 40 dB/dec au dela de 50
rd/s (a cause des dynamiques négligées et des bruits de mesure en haute fré-
quence).

FIG. 2.3 —Systéme masse-ressort.

A partir de I'équation d’étatmX(t) + fX(t) + kx(t) = u(t), on obtient comme
transfert entrée/sortie:

_ X(s) _ 1 _} 1
Gols) = U(s) mE+fs+k Kk 1+213+i (2.38)
Wo

ou
— Wy = \/ K est Ia pulsation propre,

- (= s—— est le facteur d’amortissement.

\/_

Ces notations sont standard pour les systemes du second ordre. On utilisera les
valeurs numériques = 0.01 kg ,k =1 N/m etf = 0.002 N.s/m d’ou

wo = 10 rd/s; (=0.01

Si K(s) est le compensateur utilisé, la commangé) calculée a I'instant
verifie Ue(s) = K(s)X(s). A cause du retard cependant, la commaeifiectivement
appliguéea I'instantt est

ut) =uc(t—T),
soit en terme de transformée de Laplace:
U(s) = & °TUc(s) = e *TK(9X(9).

Pour synthétiseK(s), il est commode d'inclure le retard dans le systéme dont la
réponse devient alors:

Gexact( S) = -
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La structure de la boucle de suivi correspondante est représentée enz-igure

Gexact

FiG. 2.4 —Boucle de suivi.

La fonction de transferGeyact NSt pas rationnelle a cause du retard’.
CommeT < 1, on fera I'approximatioe ST ~ 1— T set on prendra comme modéle
“nominal” du systeme:

G(s)—l 1-Ts B 1—-0.05s
B s & 1+0.00%+0.01s?
1+2(—+ —
Wo
Le diagramme de Bode de ce transfert apparait en Figtr®n notera la résonance
au voisinage de la pulsation propog.

(2.39)

10°

i
10° 10"

10
Frequency (radians/sec)

FiG. 2.5 —Diagramme de Bode du modéle.

Pour prendre en compte les spécifications on utilisera le ¢

tér(\aN 1S ) '
W3T o
On commence par détermingg. Le degré relatif d& étant—1, ws doit étre de la
formews(s) = sWs(s) avecws(s) propre et non nulle a I'infini. Commgwz T [e <
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1 assure la robustesse de la stabilité face aux erreurs dynamiques multiplicatives
bornées pajws( jw)| (voir Table1.1), on choisiraws( jw)| comme un majorant de
I'erreur multiplicative

Gexact( jw) — G(jw)
G(jw)

A(jw) =

commise en approximant le retard. Enfiv, doit se comporter comms de 50 a
100 rd/s environ pour assurer toil-off en 1/s%. Au dela on aura automatiquement
une pente ers~2 puisqueG(s) et K(s) sont strictement propres. Aprés quelque
tatonnements, on trouve qu’un choix raisonnable est

s?

On a bien le comportement shjusqu’a 100 rd/s et la comparaison avec le module
de 'erreur multiplicative) est favorable (voir Figuré.6).

0.8

0.7r

0.61

051

0.4r

0.3r

0.2

0.1r

0 1 I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1 |ws(jo) ——A(jw)

FIG. 2.6 —Comparaison des modules et ws.

Le choix dew (s) est dicté par les spécifications de performance. Etant donnée
la bonne connaissance du modeéle en basse fréquence on négligera I'aspect robus-
tesse des performances. On VK (jw)| > 40 dB= 100 pourw < 1, soit approxi-
mativement|S(jw)| < 1—(1)0. On peut donc chercher; de la forme

wl(s)zloo( . )2

S+un
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ou wy sera utilisé pour régler la fréquence de coupure. Notonswugw)| = 1
pourw ~ 10wy et que la fréquence de coupure@K correspondra approximative-
ment a celle dev,. Par conséquent on cherchesaaux environs de 0.5 rd/s.

L'algorithme dey-itération fournit les valeurs suivantes gy pour trois va-
leurs test deo:

> 1)

>1)

<1

)

w1 =07 — Yopt~ 118 (
w1 = 06 — yopt ~ 0.98 (

Retenons le compensateur obtenu poue 0.5 ety = 1:

(S+1000) (S+4.04) (1+0.0025-+0.01) 40
(s+43) (s+0.5)2(7.5+0.215+0.01%) ° (2.40)

K(s) = 2.08

Le diagramme de Bode du gain de bouGlk est tracé en Figure. 7. La fréquence
de coupure esiyx. = 8 rd/s. Enfin, I'allure des modules &et T (en valeur natu-

relles) est visible en Figur2&.

10°

Log Magnitude
=
1S)

i
107 10° 10 10°
Frequency (radians/sec)

200

Phase (degrees)

—400 - mn 2
10 10 10 10
Frequency (radians/sec)

FIG. 2.7 —Réponse en boucle ouverte (GK).
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10

10

10 |

10"

— [Sjw)] ——T(jw)|
FiG. 2.8 —Allure de|S et|T|.

2.3.4 Faiblesses du compensateur central

L'exemple met en évidence certaines propriétés indésirables du compen-
sateur central. La Figure 9 compare les amplitudes des réponse&as deK. On
constate qu& se comporte comme un réjecteur calé sur la pulsation progpoki
systeme. Autrement diK place des zéros la da a un mode résonnant de fagon a
en annuler I'effet et a aplan@®K. On dit queK “inverse” le system&. Ce compor-
tement est confirmé par les expressions{) deG et (2.40) deK ou I'on constate
une simplification exacte du terme

14 2z% LS 000254 0018

%5

entre le numérateur de€ et le dénominateur d&. D’'une maniere générale, on
montre queK simplifie exactement tous les podles stablessder, etws.

Un tel comportement est indésirable en présencendées souples c’est-a-
dire de modes faiblement amortis associés a des résonances mécaniques, électriques
ou autres. En effet, le compensateur obtenu est calé trop précisement sur la pulsation
proprewy pour étre robuste a un déplacement de cette pulsation. De tels déplace-
ments sont pourtant courants en pratique, qu’ils soient dus a une mesure imparfaite
de la raideurk et du coefficient de frottemerft ou a une variation de ces para-
metres. Qualitativement, un tel déplacement est équivalent a une vaddtigui
désajusterait le compensateur. Cette variation est amplifiée par le modﬂﬁ%@e
d’'aprés la Tablée.. 1. Le tracé de ce module en Figutel.Orévele un pic marqué au
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voisinage dexy. La stabilité et les performances en boucle fermée seront donc tres
peu robustes aux perturbations de la commande ayant une composante fréquentielle
autour dewy, et donc a un déplacement ag.

Ce manque de robustesse de la stabilité est également flagrant lorsqu’on re-
garde les modes de la représentation interne du systeme bouclé. Le calcul du spectre
de la matrice d’étafgr en (L.30) donne en effet

{~5.0£104, — 225, —16.3+£4.1i, — 0.10£ 9.99} .

On reconnait en derniere position la paire de modes simplifiés dans le p&¢uit
(ce sont les racines deﬂZZ% + i). Ces modes faiblement amorties n’appa-

raissent pas dans la relation entrée/sortie car ils sont inobservables en boucle fermée.
lIs n’en font pas moins partie de la dynamique du systeme et peuvent étre excités
par certaines perturbations, notamment les perturbatwpds la commande. Leur
caractére néfaste est évident lorsqu’on regarde I'effet d’'une impulsion perturbatrice
unitairew; sur la sortiey (voir Figure2.11). On constate une amplification impor-
tante de cette perturbation et une réjection tres lente et fortement oscillatoire.

10

10" b

10°

10 F

-
10 '
10° 10" 10°

_G(jw)] K (jo)

FIG. 2.9 —Allure de|G| et |K|.

Enfin, I'extréme sensibilité a un déplacementwgest confirmée par le fait
gu’'un déplacement de 5% vers la gauche suffit & déstabiliser le systéme bouclé:
pourwy = 9.5 rd/s la boucle fermée exhibe les deux modes instabst09.22i.

Par contre, un déplacement vers la droite améliore la stabilité et réduit la sensibilité
aux perturbations de (I'amplitude maximale d%). La réponse boucle ouverte

est tracée pouny = 9.5 rd/s etwy = 10.5 rd/s en Figure’.12et . Au voisinage

de 10 rd/s, on remarque sur le tracé d’amplitude un pic suivi ou précédé d’un trou.

Cette allure est caractéristique d’une pair pble/zéro résonante qui se quasi-simplifie.
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.
10° 10" 10°
frequency rad/s.

FIG. 2.10 —Amplitude de- G+ (jw).
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FIG. 2.11 —Réjection d’'une impulsion perturbatrice sur la commande.
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La quasi-simplification introduit un déphasage important qui peut déstabiliser le
systeme. C’est le cas poup = 9.5 rd/s ou I'on traverse-180° au voisinage de 0

dB.

10°

Log Magnitude

i
10" 10° 10" 10°
Frequency (radians/sec)

200

Phase (degrees)

-400 :
107 10° 10! 10°
Frequency (radians/sec)

FiG. 2.12 —-Réponse boucle ouverte GKv) pour wpy = 9.5 rd/s.

Log Magnitude
P
S

i i
10" 10° 10" 10°
Frequency (radians/sec)

200

Phase (degrees)

-400'
10 10
Frequency (radians/sec)

FIG. 2.13 —Réponse boucle ouverte GKo) pour wp = 10.5 rd/s.

2.3.5 Comment prévenir les simplifications exactes?

W1 S

Le critére de sensibilité mixt wo KS < 1 produit donc un compensa-
w3 T o

teur central qui tend a simplifier exactement les modes stables du syStdPoer
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éviter ce comportement indésirable en présence de modes souples, on peut changer
Wy 2
de critere et utiliser plutd ws GZ <1 ouZ = (1 +KG)~1. La pondé-
wg KGZ

ration ws permet alors de controler 'amplitude maximale @& = G(l + KG) 1
et donc d'interdire la simplification exacte de modes souples. Toute simplification
exacte s’accompagne en effet d’'un pic @& autour du mode résonant simplifié
(voir Figure2.10).

L'exemple est repris ci-dessous et traité a I'aide de ce nouveau critere.
Si I'on cherche a limiter la norme d&(l + KG)~1 aux alentours de 0 dB, il appa-
rait rapidement que les performances basses fréquences et la fréquence de coupure
spécifiées sont irréalisables. On doit donc les relaxer et I'on aboutit aprés quelques
tatonnements au compromis suivant:

4
wa(s) = —0.7+100 (Srtol> avecw, = 0.3
ws(s) = 0.5
8s
= 10 .
We(S) T $11000

Pour ces données I'optimuht, estyspt ~ 1.34 et en prenant= 1.4 on obtient le
compensateur central suivant:

s+ 0.66)(s+1000)(S* + s+ 0.6)(s?> — 2.65+ 31.5)
($?+ 2.4e2s5+ 2.2e4)(s+0.8)% '
Son profil de gain est comparé a celui du syst&en Figure?. 14 On remarquera

que le zéro d& est maintenant décalé par rapport a la pulsation prapre 10 de
G.

K(s) = 1.46 (

-2
10 '
10° 10 10°

—|G(jw)] — - [K(jw)|

Fic. 2.14 —Allure de modules de G et K.
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La réponse en boucle ouvei®K apparait en Figuré.15et les modules des
fonctions de transfert en boucle ferm&&Set T sont tracés en Figure

Log Magnitude

i
10° 10" 10
Frequency (radians/sec)

!
N
=1
=]

Phase (degrees)
A
S
3

-600 0 L T
10 10 10
Frequency (radians/sec)

FIG. 2.15 —Réponse en boucle ouverte GK.

.
10" 10

—[Sjw)| ——T(jw)| — 1GYjw)|

FIG. 2.16 —Réponses en boucle fermée.

Ce compensateur s’avere beaucoup plus robuste aux variations de la pulsation
propreuwy puisque le systeme asservi peut tolérer des déplacements de 2&§6 de
sans perte de stabilité. Les réponses pour une impulsion excitatrice sont présentées
sur la Figure pour les valeurs dey de 10 et /5. On appréciera I'améliora-
tion de ces réponses a une excitation perturbatrice en comparaison avec le premier
design (voir Section 8.3 et Figufel7).

Enfin, on notera qu’un autre remede plus systématique consiste a renoncer au
compensateur central et chercher une meilleure alternative parmi les autres com-
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pensateur$l, sous-optimaux. A performances égales on cherchera le compensa-
teur qui amortit le mieux les modes résonants. Ce probléme peut étre résolu par des
techniques d’optimisation convexe.

10

. . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
time sec.

FIG. 2.17 —-Réponses impulsionnelles.

2.4 Technigues LMI pour la syntheseH,,

En dehors de I'approche fondée sur les équations algébriques de Riccati et
des techniques utilisant des représentations en transfert, il existe une approche plus
récente pour la résolution du probléme. Il s'agit des techniques LMI (Linear
Matrix Inequalities). Ces derniéres utilisent une formulation du probleme en termes
d’inégalités matricielles linéaires en les variab¥estY introduites précédemment.

Du fait de la linéarité, I'ensemble ainsi décrit est convexe et il résulte de cette pro-
priété que I'on peut aisément et avec une grande efficacité calculatoire extraire
une solution particuliere. Sans décrire a nouveau la technique, nous donnons ici
quelques éléments de la théorie développée par P. Gahinet et P. Apkariahdjlans [
Dans le cadrél., les techniques LMI utilisent le lemme fondamental suivant.

Lemme 2.4.1 Soit un systéme (§) ayant une réalisation en espace d’état donnée
par
T(s):=C(sl—A)"1B+D.
Les assertions suivantes sont alors équivalentes.
(i) IT(9)]le <YyetA eststable,
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(ii) il existe une matrice symmetrique X définie positive B solution de I'inéga-
lité matricielle linéaire

ATX+XA XB C
BT X -yl DT | <O. (2.41)
C D -y

Ce résultat est connu sous la forme du Lemme de Kalman-Popov-Yacubovich et
est démontré dang{]. Il est facile de voir que I'ensemble des solutions del()
constitue un ensemble convexe dont on peut extraire une solution par des techi-
niques d’optimisation tres performantes. Le principe de la démonstration pour le
probleme de synthésd. consiste a appliquer le lemme précédent au systeme
bouclé puis a manipuler la condition obtenue jusqu’a obtenir des conditions plus
simples. On peut raisonnablement espérer obtenir des LMI puisqu’ elles constituent
une autre caractérisation de la norig. Ces manipulations détaillées daig][
conduisent au résultat suivant.

Théoréme 2.4.21l existe un compensateur(K) solution du probléme &lsubopti-
mal de performancg, si et seulement si il existe des matrices symétriques X etY
solution du probléme LMI

- T XA+ATX XB; cr ] _
0 1 0
mg( J BIX  —vi DI, %l— < 0(2.42)
C1 D1 | —¥I |~ -
- T YA +AY YG Bi ], i
9\0& ?} cY —yI D11 %lﬂ < 0(2.43)
B] DI, | -yt |t -
X 1]
2 > 0.(2.44)

ou A et A& sont des bases des noyaux des matri€as D] et[B) D]

Le systéme de LMI ci-dessus peut étre aisément résolu par des algorithmes de
programmation (convexe) semi-définie. Les avantages immédiats de la formulation
LMI sont les suivants:

— Les hypothéseg$A?2) et (A2) qui étaient nécessaires a la technique DGKF
deviennent inutiles ici. On peut donc utiliser la formulation LMI avec une
plus grande liberté que I'approche classique.

— Les contraintes précédentes définissent un ensemble de solutions et non plus
un point isolé, on peut donc utiliser cet arbitraire pour obtenir des compensa-
teurs de nature différente du compensateur central de la méthode DGKF. En
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particulier, on a la possibilité de limiter la dynamique du compensateur et de
mieux négocier les cancellations pdles-zéros entre le systéme et le compensa-
teur. Ces simplifications poles-zéros sont souvent sources de problemes dans
les applications. Ces différents points sont discutés en détail dies [

Lorsqu’on dispose d’une solution des contraintes LM1{))-(2.44), le compensa-
teur associé est directement obtenu par des relations algébridies [
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Chapitre 3

Techniques deu-analyse et dau
synthese

On synthétise a priori une loi de commande sur un modele nominal du pro-
cessus. On veut vérifier a posteriori que la boucle fermée demeure stable (voire
performante) en présence des inévitables erreurs de modélisation.

On fait I'hypothese que le processus (modéle + incertitudes de modéle asso-
ciées) est linéaire invariant dans le temps. Les erreurs de modélisation peuvent étre
de deux types, a savoir des incertitudes paramétriques (incertitudes sur la valeur des
parameétres physiques du processus) et des dynamiques mal connues ou négligées
(méconnaissance de la dynamique haute fréquence en entrée et en sortie du pro-
cessus). Lau analyse fournit un cadre général pour I'étude de la robustesse d’'une
boucle fermée soumise a ces deux types d’incertitudes de modéle.

Nous introduisons graduellement le probleme d’analyse de la stabilité robuste
dans les deux premiers paragraphes (robustesse paramétrique, robustesse aux dyna-
miques négligées, cas général). La valeur singuliere structurée (V&3$)définie
formellement nous nous intéressons ensuite au probleme de la performance robuste.
On traite également du probleme de mise sous forme de LFT de processus parameé-
triqguement incertains, puis nous introduisons des algorithmes pour le calcul effectif
de la VSS. Enfin, dans une derniére partie de ce chapitre, nous exploitons cet outil
d’analyse pour définir une technique de synthése systématique de compensateurs
robustes: c’est la synthese.
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3.1 Cas particulier de la robustesse paramétrique

Avant d’envisager le cas d’incertitudes générales, nous examinons tout d’abord
le cas d’incertitudes paramétriques.

3.1.1 Obtention du schéma d’interconnection standard

M(s)

A

FiG. 3.1 —Schéma d’interconnection standard pour la p analyse.

Considérons une boucle fermée soumise a différentes perturbations de modéle
(incertitudes paramétriques + dynamiques négligées). Si I'on désire appliquer les
techniques d@t analyse, la premiére étape consiste a transformer cette boucle fer-
mée de fagon a se ramener au schéma d’interconnection stavidsire- A de la
figure

La matriceA contient les incertitudes de modeéle. La matrice de trankfés}
contient la boucle fermée nominale ainsi que les effets des incertitudes sur la boucle
fermée. Par construction, le schéma d’interconnedds) — A est asymptotique-
ment stable si et seulement si la boucle fermée originale soumise aux différentes
incertitudes de modele est elle méme asymptotiquement stable.

Dans le cadre de ce paragraphe, nous nous intéressons brievement a une mé-
thode d’obtention du schéma d’interconnection standard dans le cas particulier d'in-
certitudes purement paramétriques de modele (nous reviendrons plus complétement
sur cette methode enb).

Supposons que les incertitudes paramétrigyentrent de facon affine dans
les équations d’état du processus a commander :

X = (AO+ZAi6i)X+(BO+zBi6i)U
y = (Co+) Gdi)x+(Do+ ) Didi)u (3.1)
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& € [—1,1] représente la variatiomormaliséedu iéme parametre incertain. La mé-
thode de Morton§] (que nous détaillerons plus loin) permet de mettre le processus
a commander sous la forme d’'une LFE F_(H(s),A)u, ouu ety sont les entrées

et sorties du processus (voir figuie).

A est alors une matrice diagonale de la forme:

A =diag(dilg) (3.2)

le scalaired; est donc répétq, fois, ouq; est le rang de la matrice augmenkge

,:[g SZ} (3.3)

H(s)

A

FIG. 3.2 —mise sous forme de LFT du processus incertain.

O K(s)

Fic. 3.3 —Obtention du schéma d’interconnection standard.

L'idée est donc de rajouter des entrées / sorties fictives, de facon a faire appa-
raitre les incertitudes sous forme d’un retour interne au processus. De fait, il suffit
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maintenant de connecter les entrées / sottiesy du processus incertain (voir fi-
gure 3.2) avec les entrées / sorties du correcteur (voir figure 1.3) pour obtenir le
schéma d’interconnection standard de la figire M(s) correspond sur la figure

a la matrice de transfert vue par la perturbatfode modele, c’est a dire au
transfert entre les entréaset les sortieg.

Par construction, les péles de la boucle fermée originale soumise aux diffé-
rentes incertitude§; de modéle coincident avec les péles de la boucle fermée cor-
respondant au schéma d’interconnectibfs) — A, avecA = diag(dilg;).

Voici un exemple simple dans lequel un systeme en régime autonome est re-
présenté par une formM(s) — A. Considérons I'équation d’un systéme mécanique

moX + fo(1+ 82)X+Ko(1+01)x=0

ou 91, & désignent des incertitudes relatives sur le frottement et la raideur, respec-
tivement. Une représentation d’état équivalente de ce systeme est donnée par

(2) B (—(1+6(i)ko/mo —(1+52)f0/m0) (2) (3.4)

On vérifie alors directement que ce systeme est complétement équivalent a la
formeM(s)-A décrite comme suit. La représentation d’étatie) est donnée par:

X]_ . 0 1 ) (X1> +( 0 0 ) (W]_)
x2)  \—ko/mo —fo/mo ) \ X —ko/mo  —fo/mo J \ W2
4] - 1 O X1
Vi) - 0 1 X2
(3.5)

L'incertitude intervient a travers la relation de feedback:
W1\ 51 0 Z;
W2 - 0 52 Vi)
3.1.2 Introduction a la p analyse réelle
On introduit maintenant I'hypercube unitédans I'espace des paramétdes

D={5=1[5:...51] | & c Ret|5| < 1} (3.6)

On peut alors formuler le probléme soit comme un test de robustesse ("la boucle
fermée de la figure .1 est elle stable quels que soient les parameétres incertains a
I'intérieur deH ?"), soit comme un calcul de la marge de robustesse ("Quelle est la
plus grande valeuknax de k telle que la boucle fermée soit stable a I'intérieur de
I'hypercubekD?").

On peut résoudre le deuxieme probleme en cherchant la plus petite valeur de
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pour laquelle la boucle fermée devient marginalement stable ( un ou plusieurs poles
sur I'axe imaginaire) pour une incertitude paramétrique a l'intérielkttle

On rappelle tout d’abord le lien entre les polynébmes caractéristiques de la
boucle ouverteRzo(s,0)) et de la boucle ferméePgr(s,0)) dans le cas de la fi-
gure

Per(s,0)  det(l —kAM(s))
Peo(s,0)  det(l — kAM (o))

(3.7)

On suppose qud € H et on se souvient qué = diag(dilg ). On fait ensuite
croitre la valeur dé a partir de 0: dans la mesure ou la boucle fermée nominale
est supposée asymptotiguement stable (ce qui conduit & une matrice de transfert
M(s) asymptotiguement stable), on peut affirmer que la boucle fermée devient mar-
ginalement stable avant de devenir instable (du fait de la continuité des racines du
polyndmePsk(s,0) en fonction du vecteuy de parametres incertains).

Au vu de I'équation £.7), on peut d’autre part constater le lien entre la sin-
gularité de la matricé — kAM(juy) et la présence d'un pdle de la boucle fermée
sur I'axe imaginaire ef: jwy.

Tout ceci nous conduit & définir la valeur singuliére structy@d@(jw)) a la
pulsationw comme :

u(M(je)) = {min(k / 35 € kD avecA = diag(3ily) et detl —AM(jw)) =0)}
On notera d’autre part qu€M(jw)) est choisi égal & 0 s'il n’existe pas de pertur-
bation structurée de modéte= diag(djlg) vérifiantdet(l — AM(jw)) = 0.

De fait, 1/p(M(jw)) peut étre interprété comme la taille de la plus petite incer-
titude paramétriqué qui améne un pble de la boucle fermée sur I'axe imaginaire
en+jw. La marge de robusteskgax peut ensuite étre obtenue comme :

kmax=_min 1/u(M(jow)) (3.8)
we|[0,00]

Kmax correspond a la taille de la plus petite incertitude paramétdgue amene un

pble de la boucle fermée sur I'axe imaginaire.

Remarque: il existe plusieurs raisons pour lesquelles on préfere manipuler la VSS
U(M(jw)) plutdt que la marge de stabilité multivariablgdM (jw)). On peut déja
remarquer que la VSEM (jw)) ne peut prendre de valeur infinie (du fait de I'hypo-
thése d’'une boucle fermée nominale asymptotiquement stable), alors que la marge
de stabilité multivariable peut devenir infinie (s’il n’existe pas de perturbation struc-
turée de modele capable de déstabiliser la boucle fermée). Nous verrons par ailleurs
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gue la VSS peut étre également considérée comme une extension de notions algé-
briques classiques, a savoir le rayon spectral et la valeur singuliere maximale d’'une
matrice (voir paragraphes3.2et 3.6).

3.1.3 Choix des pondérations sur les incertitudes

Le schéma d’interconnection de la figuiel contient implicitement des pon-
dérations sur les différentes incertitudes paramétriques, de facon a considérer des
incertitudes normaliséds entre -1 et +1. Ces pondérations jouent un role critique
en pratiqgue, comme nous l'illustrons maintenant.

Reprenons le cas d’incertitudes paramétricjemntrant de fagon affine dans
les équations d’état du processus a commander :

x = (Ag+ zAiei)X—i—(Bo—l- ZBiei)u

y = (Co+Y G8)x+(Do+Y Diéi)u (39)
A
stable 02
0 01
o
\
instable

FiG. 3.4 —Domaines de stabilité garantis dans I'espace des parameétres incertains
(le point O correspond a la valeur nominale des parametres).

On fait I'nypothése que chacun d8sappartient a un intervalle fixé a priori
[6;, Bi], et on posa&; = a; + bi6;, en choisissant leg etb; de facon a se ramener &
o € [—11).

Dans un souci de simplicité, on considere le cas de 2 paran@tet$,. De
fait, on peut diviser I'espace d@sen deux sous espaces, selon que la boucle fermée
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est stable ou instable en un point donné de ce sous espace. La frontiére entre ces 2
sous-espaces correspond au cas ou la boucle fermée est marginalement stable (voir
figure 3.4).

Rappelons que la analyse nous permet de garantir la stabilité a l'intérieur
d’un hypercubd&H dans I'espace des paramétres incertaorsnalisés; . De fait,
cet hypercube correspond a un rectangle dans I'espad# deSi I'on joue sur les
longueurs spécifiées a priori des intervalles (i.e. sur la vale@y-dé;), on constate
que différents choix de ces longueurs conduisent a différents rectangles de stabilité
dans I'espace de (voir figures.4).

3.2 Casgénéral

Le cas général que nous examinons ci-dessous correspond au cas d’incerti-
tudes de différentes natures qui peuvent apparaitre simultanément dans le schéma
de commande.

3.2.1 Cas d’'une seule dynamique négligée

A(s) _l
o K(s) . G(s)

FiG. 3.5 —Cas d'une dynamique négligée.

On considere dans un premier temps le cas d’'une seule dynamique négligée,
correspondant & une matrice de transfert incorX(sg présente en entrée du pro-
cessus a commander (voir figuie). Cette dynamique négligée peut en particulier
représenter une incertitude sur la dynamique haute fréquence des actionteurs
est trés facile de se ramener au schéma d’interconnection stavidsird A(s), en
considérant qui(s) correspond au transfert entre les entéed les sortieg.

1.i.e.d € [—k)K
2.i.e.8; € [K6;, kO]
3. De fagon plus réaliste, il faudrait rajouter une pondération fréquentielle pour pouvoir moduler

la méconnaissance de la dynamique des actionneurs en fonction du domaine de fréquences - voir
chapitre ??7.
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Si I'on travaille a la fréquenceo, on peut déja remarquer que la matrice de
transfertA(s) devient une matrice complexX¥ jw) sans structure particuliere (par
opposition, la matric& définie par I'équations.2) possédait une structure trés par-
ticuliere puisqued était diagonale). On appelle une telle matrice complexe sans
structure particuliére un "bloc complexe plein".

D’autre part, comme on I'a vu dans le chapitre ???, le théoréme du petit gain
appliqué au schémisl (s) — A(s) fournit une condition nécessaire et suffisante de
stabilité de la boucle fermée a chaque fréquance

G(A(jw) < SM(j0) (3.10)
3.2.2 Cas de plusieurs dynamiques négligées
D (S) Da(s)
+ . N
: K(s) ; G(s) =0

FiG. 3.6 —Cas de 2 dynamiques négligées.

On considére maintenant I'exemple de deux dynamiques négliyéess et
Ay (s) présentes en entrée et en sortie du processus a commander (voiBfigure
Ces dynamiques négligées peuvent permettre de prendre simultanément en compte
des incertitudes sur la dynamique haute fréquence des actionneurs et des capteurs.
Pour se ramener au schéma d’interconnection staiMésd— A(s), il suffit de
remarquer qud/l(s) correspond au transfert entre les entr@esw,) et les sorties
(z1,22). La matriceA(s) correspondante s’écrit par ailleurs:

Ai(s) O }

A(s):[ 0 19 (3.11)

On travaille a la fréequena®, de sorte que les matrices de transfg(s) deviennent

des blocs complexes pleidg(jw). Au vu de I'équation §.17), la matriceA(jw)
apparait maintenant structurée, puisqu’elle est diagonale par blocs. De ce fait, I'ap-
plication du théoréme du petit gain au schéMés) — A(s) fournira un résultat
conservatif, puisque I'on ne va pas prendre en compte la structure particuliere de
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A(s) (i.e. on va faire I'hypothése qu¥ jw) est un bloc complexe plein).

Plus généralement, si I'on dispose heblocs de dynamiques négligées dissémi-
nés dans la boucle fermée, on peut comme précédemment se ramener au schéma
d’interconnection standad (s) — A(s), avec:

A(s) = diag(A1(S), - - - ,Am(S)) (3.12)

Comme dans le cas d’incertitudes paramétriques, on travaille a une fréquence
donnée et on montre que la présence d’un pble sur I'axe imaginaitg @rse tra-
duit par la singularité de la matride- A( jw)M(jw).

On définit plus précisement la boule unité de matrices de trargis) :
BA(s) = {A(s) = diag(A1(9); - - ,Am(S)) | [|A(S) |- < 1} (3.13)
A la fréquencew, cette boule unité devient:
BA(jw) = {A(jw) = diag(fa(jw), ... Am(jw)) | 6(A(jw) <1} (3.14)

En raison de la structure diagonale par blocsAdées relations||A(s)|l» < 1 et
0(A(jw)) < 1 se traduisent pdfAj(s)||o < 1 etd(Aj(jw)) < 1 pour chacune des
dynamiques négligées.

On introduit la VSSW(M(jw)) a la pulsatiorw comme :

HM(jw)) = {min(k|3A(jw) € kBA(jw) avec detl — A(jw)M(jw)) =0)} 1
= 0 diln’existe pas unetelle paifiA(jw))

Comme précédemment, la marge de robustieggeest obtenue comme l'inverse de
la VSS maximale sur le domaine de fréquences (voir équatia)( Cette marge
de robustessknax est maintenant définie comme la plus grande valeus, delle
que la boucle fermée demeure stable en présence de dynamiques néjligees
verifiant||Aj(s) || < k.
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3.2.3 Cas général

1 Dy(9) 1 2 Da(s) 2
| N ]
—_’O_’ K(S) +u +u
H(s)
Az
W3 3

FiGc. 3.7 —Cas général.

On traite dans un premier temps le probléme des incertitudes paramétriques,
en mettant le processus a commander sous forme de LFT. On boucle ensuite avec le
correcteur et on rajoute les dynamiques négligées en différents points de la boucle
fermée. On peut alors se ramener au schéma d’interconnection stdh@ardA(s)
en considérant qud (s) correspond au transfert vu par la perturbation structurée de
modeleA(s).

Dans le cas de la figure 7, on pose:
Az =diag(d1lg,, .- -,0lg) (3.15)
A(s) s’ecrit alors:
A(s) = diag(A1(s),02(s),01lg, ;- - -,0r g, ) (3.16)

D’autre part, la matrice de transfevt(s) correspond au transfert entre les entrées
(Wq,Wo,W3) et les sortiegz;,2,,z3). D’'un point de vue qualitatif, dans I'équation
(3.16, on peut penser aux parametres réels incert@imt®mme a des gains sta-
tiques, tandis que les dynamiques négligkgs) correspondent a des matrices de
transfert.
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3.3 Définition de la VSS

Nous introduisons maintenant de fagon formelle la \{iz8V) associée a une
matrice complexéV et & une perturbation structurée de model&n pratique, la
matrice complexéVl peut typiquement correspondre a la valeur d’'une matrice de
transfertM(s) ens= jow.

3.3.1 Notations et définitions

SoitA la perturbation structurée de modeéle :
A = diag(8ylky, - - ,Om liy AT s - - - D) (3.17)

Cette perturbation contient doma. scalaires réel®; (éventuellement répétés si
ki > 1) etmc blocs complexes pleiris]C (de dimensiork‘j:). La structure de la pertur-
bation est donc entierement définie par les entigrsnc, (Ki)ic(1m] et(k(j:)je[mb}-

Au vu des paragraphes précédents, les scaldjresprésentent des incerti-
tudes paramétriques, tandis que les blocs complexes m!%inmrésentent des dy-
namiques négligées a une pulsatiodonnée.

Si A ne contient que des blocs complexes pleins (resp. des scalaires réels éven-
tuellement répétés), on parle de perturbatomplexgresp.réelle) de modele. Si
A contient simultanément des blocs complexes pleins et des scalaires réels, on parle
alors de perturbatiomixte™.

On introduit maintenant la boule unit®A dans I'espace de la perturbation
structuréeh:

BA={A / T(A) <1} (3.18)

Notons que la relatiom(A) < 1 se traduit pad; € [—1,1] pour les scalaires réels et
parG(A(j:) < 1 pour les blocs complexes pleins. On définit enfin la VSS comme :

ua(M) = {min(k/3A c kBAavecdetl —AM)=0)}"*  (3.19)
= 0  <diln’existepasdetét,A)

3.3.2 Cas de perturbations de structure particuliere

Si 'on considere une structure quelconque pour la perturbdtide modele,
on ne dispose pas d’'une expression analytique de lajy88). Cependant, dans

4. Dans un souci de simplicité, on ne traite pas le cas plus général d’une pertutbatiotenant
des scalaires réels (éventuellement répétés), des scalaires complexes répétés et des blocs complexes
pleins (voire des blocs réels pleins).
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le cas ouA correspond a un seul bloc complexe plein (resp. a seul scalaire réel
répété), il s'avére que la VS (M) coincide avec la valeur singuliére maximale
0(M) (resp. le rayon spectral régk(M)).

Si A correspond a un seul bloc complexe plein, il suffit de se reporter au cha-
pitre ??? et au paragrapfe’. 1 pour pouvoir affirmer quea(M) = a(M). On rap-
pelle en effet que le théoréme du petit gain fournit une condition nécessaire et suf-
fisante de stabilité face a une perturbation non structurée de modéle.

On peut utiliser plus précisément le résultat suivan& est une matrice com-
plexe, la taille de la plus petite perturbation compléxequi rende singuliere la
matriceA+ A, vauta(A). Si I'on revient maintenant a notre probléme initial, et si
I'on fait I'hypothése (forte) d’'une matrickl inversible, la singularité de la matrice
| —AM est alors équivalente & la singularité de la mathte! — A. Dés lors, la
taille de la plus petite perturbation non structufeeui rende singuliére la matrice
| —AM, est:

oM™t) = = (3.20)

Si A correspond a un seul scalaire réel rép#té nous allons montrer sim-
plement qugia(M) = pr(M). On rappelle tout d’abord que le rayon spectral réel
pr(M) représente la valeur absolue de la plus grande valeur propre réelle de M:

Pr(M) = max[Ai(M)| / Ai(M) € R} (3.21)

pr(M) est pris égal a 0 3 ne possede pas de valeur propre réelle.
On peut déja noter que la singularité de la matlieeAM se traduit par I'exis-
tence d’un vecteux de norme unité vérifiant :

(—dM)x=0 (3.22)
soit encore:
1
Mx = SX (3.23)

1/0 etx correspondent donc & une valeur propre et & un vecteur propre Qa a
fait d’autre part 'hypothése queetait un scalaire réel, dont on cherche a minimiser
la taille. Au vu de la relationi.23), pa(M) correspond donc a la valeur absolue de
la plus grande valeur propre réelle e
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3.3.3 Problemes théoriques
Utilisation d’un maillage fréquentiel

En pratique, on calcule classiqguement la \&8M (jw)) sur un nombre fini
de fréquencegu )ic(1,n €t on en déduit la marge de robusteksg::

= max Pa(M(jwy 3.24

oo X Ha(M(ja)) (3.24)

On fait donc (de facon quelque peu abusive) une hypothese de régularité de la VSS
en fonction de la fréquence. Si I'on maille de fagon suffisamment fine le domaine
des fréquences, on obtient de fait de bons résultats dans beaucoup de cas pratiques
(voir les exemples d’application - pilotage d’'un avion ou d’un missile, ...).

0.8 B

10" 10° 10 10°

FiG. 3.8 —Exemple de courbe de variation de la VSS en fonction de la fréquence
dans le cas de systemes flexibles.

Notons cependant que I'on peut rencontrer des problemes dans un certain
nombre de cas spécifiques (structures flexibles en particulier) : le probleme est plus
précisément lié a la présence de pics hauts et fins sur la courbe de variation de
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Ma(M(jw)) en fonction de la fréquenoe (voir figure 3.6). Du fait que la VSS
Ma(M(jw)) varie trop rapidement en fonction de la technique classique consis-

tant a utiliser un maillage fréquentiel ne peut plus étre considérée comme fiable et
on peut envisager alors de calculer directement la valeur maximale de la VSS sur
un intervalle de fréquences. Les méthodes de résolution d’un tel probleme sont ce-
pendant beaucoup plus délicates a manipuler. Il existe méme des cas pathologiques,
pour lesquels la VSS est une fonction discontinue de la fréquence. On rencontre
en particulier ce genre de problemes dans le cas de systemes conservatifs (i.e. des
systemes du second ordre non amortis).

Calcul d'un intervalle de la VSS

On calcule rarement en pratique la valeur exacte de la VSS : on calcule plus gé-
néralement un intervalle (i.e des bornes inférieure et supérieure). La raison premiére
réside dans le caractere NP complet du problétheQn montre en effet qu’il ne
peut pas exister d’algorithme calculant dans tous les cas la valeur exacte de la VSS
en temps polynomial (i.e. avec un volume de calcul croissant de facon polynomiale
avec la taille du probléme).

De fait, il existe un certain nombre d’algorithmes de calcul d’une borne infé-
rieure ou supérieure de la VSS dans le cas de perturbations de modéle complexe,
réelle ou mixte. Ces algorithmes sont a temps polynomial ou exponentiel selon le
cas. Nous présenterons en particulier dans le paragraphe 1.6 deux méthodes clas-
siques permettant de calculer une borne inférielisgdt une borne supérieuré][
de la VSS mixte en temps polynomial.

Remarques: référencé@) Lorsqu’on calcule un intervalle de la VSS, on ne peut
tres généralement pas gararaipriori I'écart entre les bornes inférieure et supé-
rieure de la VSS.

(ii) Lorsqu’on manipule undorne supérieure de la VS8n obtient in fine une
borne inférieuré. de la marge de robustessgax. Dans le cas d’une perturbation
réelle de modéle, on peut dogarantir la stabilité de la boucle fermée a I'intérieur

de I'hypercubek H (voir paragraphe 1.1).

(iii ) On utilise assez typiquement une borne inférieure de la VSS pour mesurer le
conservatismele la borne supérieure: I'écart entre les deux bornes peut s’avérer
assez faible sur des exemples réalistes (voir les exemples d’application ainsi que la
[7]), de sorte que le résultat fourni par une borne supérieure de la VSS n’est pas
nécessairement réellement conservatif.
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3.4 Performance robuste

On peut définir la performance robuste de deux fagons différentes. Dans le cas
d’une perturbation structurée réelle de modele, on peut s’intéresser a la robustesse
du placement des péles de la boucle fermée malgré des incertitudes sur les para-
métres du processus (paragraphe ).

Dans le cas plus général d’'une perturbation structurée mixte de modele, une
autre solution consiste a vérifier que certaines matrices de transfert de la boucle fer-
mée vérifient un gabarit en présence d’incertitudes paramétriques et de dynamiques
négligées (paragraphie.j.

Pour pouvoir étudier ce deuxiéme probleme, on introduit d’abord dans le pa-
ragraphe un résultat fondamental de jpanalyse, a savoir le théoréme de la
boucle principale. On utilise ensuite ce résultat pour transformer le probleme d’ana-
lyse de la performance robuste en un probleme augmenté d’analyse de la stabilité
robuste, dans lequel on a rajouté un bloc complexe plein (ou plus généralement une
perturbation complexe de modéle).

3.4.1 Robustesse d’'un placement de poles

Comme dans le paragraphiel, nous faisons I'’hypothése que la perturbation
structuréeA de modeéle ne contient que des scalaires réels éventuellement répéteés.
Nous avions montré en particulier dans le paragraphe’ que lap analyse avait
pour but de détecter le passage sur I'axe imaginaire d’un des pdles de la boucle fer-
mée.

Il s’agissait des lors de calculer la VR(M(jw)) le long de I'axe imaginaire,
pour en déduire ensuite la marge de robust&gge Au vu de I'équation{.7), on
peut cependant remarquer que la singularité de la mdtrc&M (o) traduit plus
généralement la présence d’'un péle de la boucle fermée augpaintplan com-
plexe.

Au lieu de considérer simplement le demi-plan gauche, I'idée est de considé-
rer plus généralement d’autres types de régi@ndu plan complexe. Si I'on fait
I'hypothése que les péles de la boucle fermée nominale appartiennent a la région
Q, on calcule ensuite la VSS sur la frontiere @eet on déduit la taille de la plus
petite perturbation réelle de modele, qui améne un pdéle de la boucle fermée sur cette
frontiere.

De nombreuses régiofssont a priori envisageables. Il peut s’agir par exemple
du disque unité dans le cas d’'une boucle fermée discréte. Dans le cas de systémes
continus, on peut choisir en particulier un secteur tronqué dans le plan complexe
(voir figure 3.9). Dans ce dernier cas, la performance est alors définie en terme de
valeurs minimale§min et amin pour 'amortissement des pdles et le degré de stabi-
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lité ~.

Cette spécification peut traduire dans une certaine mesure des objectifs tempo-
rels, tels que le temps de réponse et le dépassement de la réponse indicielle ou la
rapidité d’atténuation d’'une perturbation agissant sur la boucle fermée.

5. Si A représente la matrice d’état de la boucle fermée, le degré de stabilité est défini par:
o = —max ReA(A)) ouA;i(A) représente une valeur propre de A.
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Emin

COmin

FIG. 3.9 —Etude de la robustesse d’'un placement de péles.

3.4.2 Théoreme de la boucle principale

TAY]

IAY)

FiG. 3.10 —Probleme augmenté pour I'étude de la performance robuste.

On considere le schéma d’'interconnection standiéfs) — A (voir figure 1.1)
et on scinde\ en deux perturbations mixtes de mod&leetA; :

Ar O
A:[ . Az] (3.25)
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On travaille a une fréquence donnée, de sorte lueprésente maintenant une
matrice complexe. On partitioni@ en accord avec I'équatioi (25 :

Mi11 M1 ]
M = 3.26
{ M21 M2z (3.26)
Le fait d’avoir scindéA en deux perturbationd; et A, nous permet de réecrire le
schémaM(s) — A de la figure 1.1 sous la forme équivalente de la figufie)

PosonsA; = 0 et notongH (M,Ay) le transfert entre I'entrées et la sortiez (voir
figure ). Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme de la boucle princi-
pale:

Ha,(M22) <1
Ma(M) <1< (3.27)

MaX,cea, Moy (A (M,A2)) <1
Nous utilisons dans la suite le théoréme de la boucle principale dans le cadre de

I'étude de la performance robuste. Notons cependant que ce théoreme a d’autres
applications.

AV

FiG. 3.11 —performance robuste.

3.4.3 Vérification d’un gabarit frequentiel

Comme nous l'avons vu dans le chapitre ???, on peut définir un objectif de
performance en terme de minimisation de la nokiged’une matrice de transfert.
Si I'on définit par exemple un gabaw sur la fonction de sensibilit8de la boucle
fermée nominale, la performance nominale est assurée si:

WAS||e <1 (3.28)

On peut également définir un objectif de performance en terme de minimisation
d’'un signal d’erreurz(t) en réponse a une perturbation extérien(e). La encore,
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si 'on noteM1; le transfert entrev et z, la performance nominale est assurée si:
M1l <1 (3.29)

Si I'on introduit une perturbation structurée de modAle(voir figure 1.11), le
transfert entrev etz correspond maintenant a la LFH{(M,Ap):
R (M,A2) = Ma1+M10o(1 — M2afz) Moy (3.30)

ou M est partitionné comme dans I'équatichi6).

Ontravaille a une fréquencedonnée. On peut garantir la performance malgré
une incertitude de modéls a 'intérieur de la boule unitBA, si et seulement si:
(i) la stabilité robuste de la boucle fermée est vérifiée :

Ha, (M22(jw)) <1 (3.31)
(i) le transfert entrev et z reste inférieur a 1 malgreé l'incertitude de modeéle
AL

Ag;gﬁf(ﬁ (M(jw),A2)) <1 (3.32)

On introduit fictivement le bloc complexe plefly (voir figure 1.10). Si I'on se
réfere au paragraphe3.Z, on peut remarquer que :

0(R(M(jw),82)) = by (R(M(jw),A2)) (3.33)

Considérons dés lors la perturbation augmentée de madetdr équation £.25)).
Le théoreme de la boucle principale nous permet d’affirmer que les deux conditions
précédentes sont vérifiées si et seulement si:

ba(M(jw)) <1 (3.34)

On peut donc ramener un probleme d’analyse de la performance robuste a un pro-
bleme augmenté d’analyse de la stabilité robuste, dans lequel on a rajouté un bloc
fictif de performancé\;. Ce bloc peut étre éventuellement structuré : si les signaux
wetzs'écriventw = [wy,... W] etz=[z,...,zy]", etsil'on ne s'intéresse qu’aux
transferts entre les signaux scalaivest z, le bloc de performanc&; sera main-
tenant choisi diagonal.

3.5 Forme LFT pour les incertitudes paramétriques

On considere le cas d'incertitudes paramétriggestrant de facon affine dans
les équations d’état de la boucle fermée :

X = (AO-I-.iA@i)X‘F (Bo-l—iBif)i)u
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N N
y = (CO+_ZCi5i>X+(DO+_ZDi5i)U (3.35)

avecdim x=n, dim u= ny etdimy=ny.
On peut réecrire les équations ci-dessus sous la forme :

( §) - (Pwip.éi) ( X ) (3.36)

avec ( € [O,N]):

A;j B;
Pi=| 37
: [Cj D } (837
Comme on I'a dit précédemment, I'idée consiste a rajouter des entrées / sorties
fictivesw et z supplémentaires, de facon a faire apparaitre les incertitycdesis
forme d’'un retour interne au processus= Az, avecA = diag(dilq)).
On introduit donc le systeme augmenté :

X X Ao By P X
y |=Q| u |=|C Do D u (3.38)
z W C' D21 D2 W

ainsi que le retour interne au processus Az

Les matriceqAo,Bo,Co,Do) correspondent au modéle nominal du processus
(6 = 0). On cherche des matricéB’,C’',D12,D21,D22) ainsi qu’une perturbation
structurée) de modele vérifianty(d € RY):

< ?) — (Po—i-iiﬂéi)( ' ) =R (QA) ( ' ) (3.39)

LaLFT R(Q,A) s'écrit:

R(Q.A) = Q1+ QuA(l — Q2A) Q21 (3.40)
avec:
[ Qi1 Qi2]
Q= { Qa1 Q22 | (3.41)
[ Ao Bo |
Qui= { Co Do (3.42)

Q2= { DB } Qo1 = [C'D21] Q22=D2> (3.43)
12
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Eu égard a la linéarité des expressions en fonction des paradetragpeut d’ores
et déja poseQ,2 = 0. On cherche donc maintenant des matriQeset Q12 Veéri-
fiant:

N
leufm = Q120Q21 (3.44)
i=

Soitg; le rang de la matric®. On peut factoriselR sous la forme:

p—| b R ZT] (3.45)
VV| 1
avecLj e R W ¢ RvY% R € R™i etZ; € R, On peut deés lors écrire:

58 = |y | [Ba] [RT 2 (3.46)

On en déduit que:

N O1lgy Rl Z]
Zﬂéiz[\l/‘vl \bﬂ (3.47)
- b Onlgy | LRY 2

Se référant a I'équation ci-dessus, ainsi qu’aux équatiors)(et (3.44), on obtient
par identification :

B = [Li...Ln]
D12 = [\/\/1\/\4\1]

C = [Ri...R\"
Dy = [Z1...Z\]"

A = diag(glg) (3.48)

Dans une derniére étape, on se replace dans un formalisme entrée - sortie. L'équa-
tion (3.35 correspond a une matrice de transfett G(s,d)u, tandis que I'’équation
(3.39 correspond a la matrice de transfert augmentée :

(Z):H(s)(\‘fv) (3.49)

Si I'on utilise le retoumw = Az, on obtient bien:

y=G(s0)u=FK(H(s),A)u (3.50)



3. TECHNIQUES DE p-ANALYSE ET DE p SYNTHESE 104

3.6 Méthodes de calcul de la VSS mixte

De nombreux travaux ont porté sur le calcul de la VSS. Différents criteres
permettent de classer les algorithmes existants :

— Nature de la perturbation structurée de modelen peut distinguer deux
grandes classes, selon que I'on considere une perturbation réelle de modele
ou une perturbation mixte

— Nature du résultaton peut calculer soit la valeur exacte, soit une borne infé-
rieure, soit une borne supérieure de la VSS

— Volume de calculon peut distinguer deux grandes classes de méthodes, se-
lon que le volume de calcul est une fonction polynomiale ou exponentielle
de la taille du probléme (on parle alors d’algorithme a temps polynomial ou
exponentiel). On peut cependant noter que le volume de calcul requis peut
varier considérablement d’'une méthode a l'autre a l'intérieur d'une méme
classe d'algorithmes. Rappelons d’autre part que tout algorithme qui calcule
la valeur exacte de la VSS est nécessairement a temps exponentiel (voir para-
graphe ).

En conséquence, il y a un compromis a réaliser efifre [

— le degré de précision souhaité pour le calcul de la VSS (si on calcule des
bornes inférieure et supérieure, ce degré de précision correspond a I'écart
entre les deux borney

— Le temps de calcul requis

— La dimension du probleme

Dans le cas de problémes de petite dimension, il est tout a fait envisageable d'uti-
liser des algorithmes a temps exponentiel. Par contre, on ne peut guere utiliser que
guelques méthodes a temps polynomial pour les problémes de grande dimension.

Nous nous concentrons ici sur les méthodes de calcul de la VSS complexe ou
mixte, et plus précisement sur les méthodes classiques proposéasiaip, 5].
Ces méthodes présentent I'intérét d’étre immédiatement disponibles darfsia-"
lysis and Synthesis Toolbox" de Matlab (voir égalemer§, [L4] pour le calcul
d’'une borne supérieure de la VSS complexe ou mixte - ces méthodes sont dispo-
nibles dans la "Robust Control Toolbox™).

6. pour des raisons historiques, on peut inclure le cas d'une perturbation complexe de modéle
dans le cas plus général d'une perturbation mixte.

7. Si les algorithmes de calcul des bornes inférieure et supérieure sont & temps polynomial, on
peut noter que I'on ne pourra pas garaatriori I'écart entre les bornes (i.e. ce dernier probléme
est également NP complet).
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3.6.1 Calcul d'une borne supérieure de la VSS

On considére le schéma d’interconnection standi&g) — A(s) de la figure
1.12(a). Le théoreme du petit gain fournit immédiatement une borne supérieure de
la VSS a la fréquence (M = M(jw)):

u(M) < T(M) (3.51)

Le théoréme du petit gain ne prend cependant pas en compte la structure de la
perturbationA(s). On introduit donc un multiplieud(s) pour diminuer le conser-
vatisme de la borne supérieurd.

Ce multiplieurD(s) doit avoir la propriété de commuter avec la perturbation
A(s) de modeéle, i.e.:

D~1(s)A(s)D(s) = A(s) (3.52)

On peut des lors introduire ce multiplieur dans la boucle ferMég — A(s) sans
modifier les propriétés de stabilité (voir figuiel Ab)).

M(s)

M(s)

D (s D(s)

@) (b)

FIG. 3.12 —schéma d’interconnection standard et petit gain.

On se place ala frequenaeet on noteD = D(jw) etM = M(jw). La structure
de la perturbatioh de modéle est décrite par I'équation (voir pag® :

A = diag(8ulky, - - ,Om Iy AT - - - D) (3.53)

Cette perturbation contient domg, scalaires réel$; (éventuellement répétés si
ki > 1) etmc blocs complexes pleins’ (de dimensiorkS).

Pour vérifier 'équation{.52), le multiplieur D peut appartenir a I'ensemble
Suivant:

D= {D = diag(Dl, ... ,Dm[,d1|k%‘, ... ’dnblkgrb)
avec D=D!" > 0,D; e Ckk et d >0} (3.54)
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La nouvelle borne supérieure ges’écrit :

u(M) < inf o(DMD™Y) (3.55)
DeD
Il s’agit donc de minimiser le conservatisme de cette borne supérieure par un choix
optimal du multiplieurD. Le probléme d’optimisation associé est convexe et non
différentiable, et il existe de fait de nombreuses méthodes pour le résoudre de fagon
optimale ou sous-optimale (voi2[13, 9] et les références incluses).

Remarque: cette borne supérieure peut encore s’écrire

inf 5(DMD™!) = inf \/A(M*DM,D) (3.56)

DeD DeD
de sorte que le probleme se ramene a un probleme de type LMI (Linear Matrix In-
equality), avec minimisation d’une valeur propre généralisée.

Cette borne supérieue s’'avere trés généralement peu conservative dans le cas d’'une
perturbation complexe de modéle ne contenant que des blocs complexes pleins.
Dans le cas d’'une perturbation mixte de modéle, le probleme réside dans le fait que
I'on n’a pas pris en compte le caractére réel des incertitudes paraméwjg@esa

fait en effet implicitement I'hypothese d’incertitudes paramétrighjesomplexes,

de sorte que la borne supérieurqamrrespondant a I'équatiofi. 05 peut s’averer

tres restrictive dans le cas d’'une perturbation mixte de modéle.

L'idée consiste a rajouter une multiplieGrqui prend en compte le caractéere
réel des scalaire®. Ce multiplieurG appartient a 'ensemblg suivant:

G ={G=diag(Gy,....Gm O¢... .0 ) avec G=GHechky  (357)

La nouvelle borne supérieure ges’ecrit alors :

WM) < |[max0, inf A(M*DM + j(GM—M*G),D)) (3.58)
DeD
Geg

On notera que I'on retrouve la borne supérieurgidomplexe (voir équatiofi.55))

en posanG = 0. D’autre part, le probleme d’optimisation associé a cette nouvelle
borne supérieure est quasi-convexe et non différentiable. Il peut étre résolu, soit a
I'aide d’'un algorithme général de résolution de LMI (probléme de minimisation
d’une valeur propre généralisée), soit en utilisant les propriétés spécifiques du pro-
bléme [L9].

8. plus précisément, on@DMD 1) = /A(M*D2M,D?), sachant qu® € D <= D? € D.
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Exemple: Revenons a I'exemple du systéenied), dans lequel nous prendrons
les valeurs numériques
k_, fo
my Mo
Notre objectif est d’évaluer les marges parameétriques de ce systeme par rapport aux
parameétre®, et d,. De part sa simplicité, il est facile de voir que ce systéeme est
stable dans le carré

=1.

(01,82) € [-1,1] x [-1,1].

Nous allons donc essayer de confirmer ce résultat par le calcul de la borne supé-
rieure deu qui va donner une estimation le plus généralement pessimiste de la taille

du carré recherché. Pour ce faire, on calcul la fonction de transfert de la partie no-
minale (.5 en un certain nombre de fréquences et on calcule le pic de la courbe

ainsi obtenue. Ce pic est alors précisément l'inverse de la marge paramétrique du
systeme incertain. Dans cet exemple, on obtient la courbe de la figiiie

10*

10°

107

10’2 L L
107 10" 10° 10' 10°
freq. rad/s

Fic. 3.13 —Courbe de la VSS

Comme le pic lu sur le graphique n’est autre que 1, on en déduit que la marge
paramétrque du systeme est égalg 81 1. Autrement dit, dans ce cas on obtient
une valeur exacte pour les marges paramétriques du systeme.

3.6.2 Calcul d'une borne inférieure de la VSS

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le calcul d’une borne supé-
rieure de la VSS conduit a un probléme d’optimisation convexe ou quasi-convexe
de type LMI. On peut par ailleurs noter que I'on n’a généralement pas égalité entre
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la valeur exacte dp et sa borne supérieure (qu’il s’agisse d’'une perturbation com-
plexe ou mixte de modéle).

A contrario, nous allons voir que le calcul d’'une borne inférieure conduit a
un probléme d’optimisation non convexe, et que le maximum global coincide avec
la valeur exacte de la VSS. Ceci dit, on ne pourra obtenir de fagon générale qu'un
maximum local, i.e. une borne inférieure de la VSS.

Nous introduisons dans la proposition suivante le probléme d’optimisation non
convexe associé au calcul d’'une borne inférieure de la WEfprésente une ma-
trice complexe.

Proposition 3.6.1

H(M) = maxpr(AM) (3.59)

Démonstration: on cherche une perturbation structurée de mafigtmur laquelle
il existe un vecteux vérifiant :

(I—AM)x=0 (3.60)
A peut encore s’écrire :
1
A= EAO avecA® € BA (3.61)

L'équation (3.60) s’écrit de fagon équivalente::
A°Mx = Bx (3.62)

de sorte qued est une valeur propre de la matrid®M. Comme on cherche la
perturbation déstabilisante de taille minimale, on cherche donc la valeur maximale
dep, i.e. la valeur maximale du rayon spectral réel de la mafxitté pourA° € BA.

\Y

On introduit maintenant 'ensembl@ :

Q={n/ & c[-11] et ATAT =1} (3.63)
Proposition 3.6.2
H(M) = gnea&(pR(QM) (3.64)

Sil'on compare les propositions 1 et 2, on constate qu’il suffit de chercher la pertur-
bation déstabilisante sur la frontiére de la boule unité dans le cas de perturbations
complexes de modele (i.A?*A? =1). On ne peut par contre faire aucune hypo-
thése sur les perturbations réelles de modéledji.e.[—1,1]).
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La question est maintenant de savoir comment résoudre le probléme d’opti-
misation, sachant que I'on ne pourra obtenir dans le cas général qu’'un minimum
local et que le temps de calcul mis en jeu doit étre minimal. Une solution classique
[10, 15] consiste a réecrire les conditions nécessaires d’optimalité associées au pro-
bléme d’optimisation sous la formigx) = x, ou f est une fonction vectorielle du
vecteurx. On utilise ensuite une méthode heuristique de résolution de type point
fixe, i.e. on cherche une limit¢ de la suiteg 1 = f(xk).

Si la suite convergex* vérifie les conditions nécessaires d’optimalité et I'on
a donc obtenu un minimum local, i.e. une borne inférieure de la VSS. Il faut ce-
pendant noter que le résultét dépend a priori de la valeur initiabg de la suite
(du fait que le probléme d’optimisation n’est pas convexe). D’autre part, la suite ne
converge pas nécessairement vers une limite (on peut assez typiquement obtenir un
cycle limite d’oscillation).

En pratique, I'algorithme présente généralement de bonnes propriétés de conver-
gence et peut permettre d’obtenir avec un co(t de calcul réduit une borne inférieure
de la VSS de bonne qualité. Notons cependant que les propriétés de convergence
de l'algorithme se dégradent considérablement dans le cas d’une perturbation pure-
ment réelle de modéle.

3.7 Lap-synthese

La p-synthese consiste en la construction explicite d’'un compensKtEr
miminisant la VSS du systéme. Il s’agit donc d’'une technique de commande ro-
buste qui s’appuie sur I'outil d’analyse que nous venons d’introduire. Comme nous
I'avons indiqué, il est en général trés difficile de calculer la valeyr.déous allons
utiliser la borne supérieure développée dans la section précédente.

3.7.1 Exemple

Pour introduire la technique, nous considerons I'exemple suivant:

W, = A, Ay

e
O K - G = W,

Gop désigne le systéme nominalkés) le compensateur recherch®. est une
erreur de modele en entrée et supposée normdliged., < 1). Wo(s) désigne un
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filtre de pondération définissant les caractéristiques fréquentielles de l'incertitude.
De mémeW(s) est un filtre de pondération sur le critére de performance défini
par le transfert del verse. On peut associer a ce critére une incertitude ficiye
normalisée, c’est a dirg1 || < 1.

Notre objectif est de trouver un correctdds) stabilisant tel que la nornie,
du transfert entrd ete soit inférieur & 1 pour touh, de norme||Az||» < 1. Il S'agit
donc de réaliser une certaine robustesse en performance.

Comme nous l'avons vu, le systéeme précédemment peut étre réecrit sous une
configuration équivalente de typ&(s)-A comme sur la figure suivante.

A

M (K) <

FIG. 3.14 —Mise sous forme standard pour l'analyse

Les differents transferts étant donnés par:

(M - {—vva —vvaeal}
WISG WS
T = KGo(l +KGp)™?
S = (I1+GK)™?
_[a o
2= |0 m)

Ayant formulé le probleme en ces termes, la techniquerdgnthése consiste a
construire un compensateur assurant la stabilité robuste de la boucle fermée en pré-
sence de l'incertitude qui admet dans cet exemple la structure

A A O
0 A
L'application directe de la technigui, en revanche serait tres conservative car elle
ne prendrait pas en compte la structure particuliere de notre probleme.
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3.7.2 Probleme général

La p-synthése allie le concept de valeur singuliére structurée et la technigue
H. pour concevoir des compensateurs pour des systemes a incertitudes structurées.
Dans la suite, nous désignerons gaest le compensateur recherckRda matrice
de transfert d’'interconnection qui décrit I'achitecture de commande, et les relations
entre les spécificatiorset signauxe qui peuvent aussi étre vus comme des signaux
exogenes (références, perturbations, bruits) non bouclé, et les mgstilescom-
mandesl. A désigne un bloc général d’incertitude dont certains sous-blocs peuvent
étre interprétés comme des performances.

La schéma générale du probleme deynthése est représenté sur la figure
Suivante:

A

K

FIG. 3.15 —Interconnection pour la p synthese

Cette forme standard est équivalente a celle représentéé £ou :

M(K) = Fy(PK) = Py1 4 ProK (I — PooK) "1Pyg

p_ { Pi1 P2 ]
P1 P

On peut appliquer 2 types d’opération sur l'interconnection précédente.
— Pour un compensateur donné, on peut effectuerpuaalyse pour évaluer
les performances et la stabilité du compensateur. Cette opération doit donc
prendre en compte la structure Algui caractérise notre probléme.
— On peut également effectuer une synthdsede maniére a réduire I'impact
des incertitudeA sur le systeme. Dans ce cas, on minimisera le transfert entre
eetzal'aide d'un compensatel(s).

avec la notation
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Lorsque les incertitudes ne sont pas structurées et consiste en un seul bloc plein
A, I'utilisation directe de la techniqud., pour construire le compensateur n’est pas
restrictive et donne le meilleur résultat possible. Ceci car la valepursgeconfond
dans ce cas avec la noriHe. En revanche, lorsque les incertitudes sont structurées
il faut modifier la technique de maniere a exploiter la structure spécifiqué de
et ainsi obtenir des compensateurs de meilleure qualité. Nous décrivons dans ce
qui suit une voie possible pour affiner et améliorer des compensateurs issus de la
syntheseH.

Comme la vraie valeur den’est en général pas calculable, nous allons exploi-
ter la borne suivante:

u(F(PK)) < o(DF(PK)D1) avec De D

En d’autres termes, on cherche a minimiser sur I'ensemble des compensateurs
stabilisants, la borne supérieuredimdiquée dans I'expression précédente. Ceci se
traduit formellement par

minimiser maxmin a[DgF (PK)(jw)Dg} (3.65)
W DypeD
D, est choisi parmi les éléments d& indépendamment de.y, donc (.65
est équivalent a:

minimiser _minmaxa|DeF (PK)(jw)Dg1] (3.66)

DweD w

~
[-[leo

Si nous dipsosons d’'une matrice de transf2fs) stable et & minimum de
phase, telle quB(s) coincide avec chacun dBs, calculés aux pulsations aux pul-
sation jw, alors le probléme de minimisation ci-dessus s’apparente a la minimisa-
tion de la normeH,, de

D(s)R (P(s),K(s))D(s) *
Ce dernier probleme est précisément le problemendesynthése dans lequel on
cherche & minimiser par rapporks) et aD(s) la norme suivante:

IDF; (PK)D e (3.67)

3.7.3 LaD —K itération

Une méthode de résolution pour minimigi&@F, (P.K)D~1||. par rapporK et
D est d’effectuer une minimisation alternatiietant fixé, on optimis& et puisk
étant fixé, on minimise vis-a-vis d2 et ainsi de suite jusqu’a convergence. Notons
en particulier les points suivants.



113 3.7 LA p-SYNTHESE

e D(s) fixé, le probléme se réduit & un simple problékhg, comme sur la
figure suivante.

- A /\'1 < B mm— —
D p D

bl o

ou Pp est défini par

D 0 D1 0
(o 1)7(% 1)
Ce probléme s’exprime donc sous la forme

minimiser ||DF; (P,K)D~||xouminimiser ||F(Po,K)||w, (3.68)

et est donc résolu par les techniques décrites au chapitre

e PourK fixe, I'expression est minimisée a chaque fréquence par rapport a D.
Ce probléme se traduit par un probleme convexe que I'on peut aisément résoudre
par des techniques de programmation semi-définie. Lorsqu’ une famille de matrices
D, a été déterminée sur un ensemble fini de fréquence, on procede alors a une in-
terpolation de ces données par une matrice de transfert stable inversible et a inverse
stable.

Les 2 étapes décrites précédemment constituent ce que I'on app@ie-I&s
itérations, faisant référence au fait que I'on minimise séparémeltpns enD.

Cette approche de lgsynthese a été appliquée a de nombreux problémes
pratiques et a souvent donné satisfaction. Il faut noter cependant, que la procédure
précédente ne garantit en rien I'optimalité Kleet D. En effet, chaque étape de la
D — K itération est parfaitement résolue car elle se caractérise par des propriétés de
convexité. Malheureusement, il n’y a pas convexité jointe en les varidbl&s et
la solution obtenue ne peut étre que locale.

Il est & noter, par ailleurs, cette procédure peut conduire a la synthese d'un
correcteur d’ ordre élevé en termes de nombre d’état. En effet, la syihafmne
un correcteur dont I'ordre est égal a celui du systdfipeOr, ce systeme est le
systéme formé par la mise en cascade des scalfgiset D(s)~ avec la matrice
de transfertP(s). On voit donc que l'ordre du correcteur dépend étroitement de
I'ordre des scalings que I'on utilise dans l'interpolation.

3.7.4 LaD — G, itération

L'approche précédente qui constituepaynthese classique s’appui sur une
procédure d’analyse correspondant a des incertitudes complexes. C'est a dire que les
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scalingsD ne prennent pas véritablement en compte le caractere réel de l'incertitude
ce qui peut étre tres restrictif dans le cas d’'incertitudes paramétriques. Il existe
d’autres procédures de synthese visant a prendre en compte plus précisément le cas
d’incertitudes réelles ou paramétriques. C’est le cas de la technique dé&x K
itérations introduite par Young dans]]. Cette procédure plus complexe exploite

la VSS mixte et fait donc appel a une matrice de scaling addition@eli@omme

pour lap synthese classique, on remplace le calculig&r une borne supérieure

qui estici la VSS mixte. Cette borne supérieure peut également s’écjre [

M) < inf inf {B/a((DMBD_l—jG> (I+G2)1/2)§1}

" DeD,GeG BeRPB>0

Le calcul de cette borne supérieure pour une maticdonnée se fait aisément

par l'utilisation de la programmation semi-définie car ce probléme est caractérisé
par des propriétés de convexité. Le probleme desgnthese dans le cas d’incerti-
tudes mixtes dynamiques et paramétriques se formule de maniere analogue au cas
classique sous la forme:

inimi inf inf r<i
B

_ - ((D@RPK) (0D @) T
r_o(< Bw) jG((U)) (1 +G(w)) )

Les différentes étapes de la procédure globale s’établit commeesBtur
K(s) fixé, la détermination d®(w), G(w) et B(w) est un simple calcul d’analyse
par la VSS mixte. Les matrices de scaliDgw), G(w) et (w) sont calculées pour
un certain nombre de fréquences, les fonctions de trari3fejt G(s) et 3(s) sont
alors calculées par interpolation des données fréquentielles et doivent vérifiees des
conditions de stabilité.
e PourD(s), G(s), B(s) fixés, le calcul d&K(s) peut étre résolu par utilisation
de la synthesel,.

On en déduit la procédure d@e— G,K itération décrite ci-dessous.

ou

— Etape 1: Trouver des estimations initiales des scalid@s) et G(w) ainsi
gue le scalaire réel positf. Une possibilité est de prendre pour les scalings
D(w) la matrice identité & chaque fréquenceG&iv) est choisie comme étant
la matrice nulle a chaque fréquen@e,doit satisfaire :

_( ( D(@)R (PK)(jw)DL(w)
° <( B,

pour toutw, pour un compensateur stabilisaldt,

_ jG(w)) (i —i—Gz(w))l/Z) <1



115 3.7 LA p-SYNTHESE

— Etape 2: Faire une interpolation des matri€¥so) et jG(w) (obtenues a
certaines frequences), de fagcon a obtenir les matrices de treD&eet G(s).
(D(jw) approximeraD(w) et G(jw) approximerajG(w)). Par des méthodes
de factorisation spectrale, obte@f telle que(l + G*G) 1 = GnG;, (Gp, étant
stable). Puis former le systérgg = (DPD~! — B.G)Gr.

— Etape 3: Faire une syntheBk, pour trouver un compensatekifs) qui mi-
nimise||R (Pog,K)||». Le schéma de cetté-itération est donné par la figure
suivante :

— Etape 4: Calcule, défini par:

«=SU inf inf w/MN<1
g ooelg D(w)eD,E(w)eG B(N)ER»B(®)>O{B< )/ J
ou

~

_ —((DWRPK)(j0)D(w) . =« <2, 12
I'_c(< 5w jG(w)) (1 +G(w)) )

— Etape 5: Trouver ensuif(w) et G(w) en résolvant le probléme de minimi-
sation fréquence par fréquence::

~ . A1 A A -

D(w)eDk,G(w)eGk

— Etape 6: Comparer les nouvelles matrices de scalings) et G(w) avec
les précédentes estiméBgw) et G(w). Arréter le processus si elles sont
proches ; sinon remplacer les matrid2&v) et G(w) parD(w) et G(w) res-
pectivement et boucler sur I'étape 2 jusqu’a convergence.
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Cette procédure proposée par Young est comme on le voit beaucoup plus com-
plexe que lg1 synthése classique et n’est pas sans poser des intéressants difficultés
de nature algorithmique. Par ailleurs, commaulaynthese classique, elle ne ga-
rantit aucune propriété de globalité quant a la solution obtenue. La définition d’al-
gorithmes directs et robustes pour minimiser la VSS mixte est encore un sujet de
recherche d’actualité.

3.7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit 2 techniques, une technique d’analyse
et une technique de synthése. La techniqug dealyse que nous avons discutée
donne des résultats trés satisfaisants en pratique car elle peut étre utilisée pour vali-
der un compensateur arbitraire obtenu de maniére indépendante. Elle permet donc
de certifier les propriétés du systeme commandé en termes de stabilité et de perfor-
mances.

La technique dgi synthése est, comme on I'a vu d’une utilisation plus délicate
mais a déja été utilisée dans de nombreuses applications pour lesquelles des résul-
tats tres satisfaisants ont été obtenus. D’une maniére générale, on peut dire qu’elle
s’avere tres performante pour des systemes de taille raisonraBle €tats) pour
lesquels les procédures @e— K itération ont encore une grande stabilité numé-
rique. Des difficultés ont cependant été observées pour les systemes de grande taille
et pour les systemes flexibles.
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Annexe A

Rappels d’Algebre Linéaire

A.1 Généralités

— | matrice identité de taille.

— AT(A"): transposée (conjuguée hermitienne) d’une matice

— Matrice symétrique:matriceP € R"*" satisfaisanP = PT.

— Matrice orthogonale (unitaire)natricel € Rn x nsatisfaisant) TU =UUT =
In (respUfU =UUH =1,).

— Valeurs propresle A € C"™": racines de I'équation caractéristique [@¢t—
A) = 0. On notera\; (A) la i€M€valeur propre.

— Forme de Schuitoute matriceA € C™" peut se décomposer sous la forme

A=UHTU

ouU est unitaire ef est triangulaire supérieure. Les éléments diagonaux de
T sont les valeurs propres de

— Valeurs singuliérede A € R™": racines carrées des valeurs propreé\ta
sim> n, AAT sinon. On les note;(A) avec la conventiom; (A) > g2(A) >
--- > 0. La plus grande et la plus petite valeur singuliére sont natgggA)
etomin(A), respectivement.
Alors que les valeurs propres sont liées aux directions invariantes par la trans-
formation linéaire associéef les valeurs singuliéres contiennent l'informa-
tion “métrique” sur cette transformation. Plus précisément, la boule unité de
R" est transformée en un ellipsoide et les valeurs singuliéres correspondent
aux demi-longueurs des axes principaux de cette ellipsoide (grand axe et petit
axe poum = 2). En particulier,

u . ||Au]|
o A) =max ——; Omin(A) = min —-.
el =08 o ol =008
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— Décomposition en valeurs singulieres (SVEute matriceA € R™" (m >
n) peut s’écrire

A=UxVT (A.1)

ou U,V sont des matrices orthogonales de dimensiansm andn x n res-
pectivement, e£ € R™" est de la forme:

s_ (diag(old...,cn)) .

Les colonnes d& etV s’appellent les vecteurs singuliers gauches et droits,
respectivement. Si; (vi) dénotent la§M€colonne deJ (V) eto; dénote la
plus petite valeur singuliére non nulle, la décompositior ) s’écrit aussi

A= iloi N (A.2)

On vérifie aisément que= rang(A), c’est-a-dire la dimension de Ik De
plus, une base orthonormée de Kerst{v;1,...,vn} et une base orthonor-
mée de InA est{uy,...,ur}.

— Pseudo-inversde A € R™": généralisation de la notion d’'inverse pour les
matrices singuliéres ou non carréesASt UV est une SVD dé\ avec

_ (diag(oy,...,0r) 0Y.
2= ( 0 O)’ ar > 0,

la pseudo-inversA™ deA est obtenue comme

A+ :VZ+UT (A3)
ou .
st _ (dlag(l/Old---,l/Ur) 8) _ (A.4)

Cette matrice inverse la partie non singuliereAlentre (kerA)* et ImA.
La notion de pseudo-inverse est liée a la résolution “moindres carrés” des
équations linéaires (voir sous-section suivante).

— quelques propriétés des valeurs singuliéres
o Gi(A) = N\ (AA)Y2 = )\ (A*A) /2

® Oma{A) = 01(A) = sup [|AX|

° Gmin(A_l) =

Omax(A)
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* OmadA ™) = omi:(A)

® Omin(A) < [Ai(A)| < Omax(A)

e Omax.) €st une norme matricielle, on a donc toutes les propriétes de la
norme avec égalemeat,axAB) < Omax(A)Omax(B).

e rangA) = nombre de valeurs singuliéres non-nullesfde
e OmaxVAU) = O0max(A), VU,V unitaires

e SiAest symétriquegi(A) = |Ai(A)]

e propriété de dilatation/contraction

max{ma(A) Omax(B)} < | (Q) | < VZmax{Omax(A) Omax(B)}

max{Omax(A),0max(B)} < [| (A B) | < V2max{Omax(A),Omax(B)}
Omax(A  B) < Omax(A) + Omax(B)

e Le Théoreme de Fan s’exprime sous la form
0i(A) — OmaxB) < 6i(A+B) < 0;(A) + Omax(B)

e A partir de Théoréme de Fan, on obtient aisément

Omin(A) —1< ———MM
min(A) —1 < Omax(1 +A)~1

< Omin(A) +1
e Propriété de singularité

Ce qui signifie que “I'effort” a fournir pour rendre la matriéesingu-
liere est au moins demin(A).

A.2 Equations linéaires et matricielles

— Equation linéairedAx = b ol A€ R™" etx,b € R".
Cette équation est soluble si seulemefitsilm A. Si A est de plus inversible,
elle admet une solution unique= A~1b.
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— Reésolution “moindres carrégles équations linéaires: sil'équatidar=bn’a
pas de solution, on cherche généralement a résoudre au sens des moindres
carrés, c'est-a-dire a résoudre

min ||Ax— b|
XeRN
ol ||x|| = vVxTx = (3 ¥*)*/2. On montre que la solution de plus petite norme
est donnée par
X" = A" b. (A.5)

— Equations de Lyapunovéquations matricielles linéaires de la forme:

ATX+XA+Q=0

OUA X,Q e R™"etQ = Q' (symétrique). Cette équation est soluble dés que
Ai(A)+Aj(A) # 0 pourtout (i,j) € {1,...,n}.
Si A est stable, c’est-a-difeeA;(A) < 0, la solution est

X = / A’ Q eAdt
0

qui est symétrique. De plus > 0 dés que > 0.

— Equations de Riccati.
Pierre angulaire des problémes de contrdle avec co(t quadratique, I'équation
de Riccati standard est de la forme

ATX + XA+ XFX+G=0 (A.6)

ou F,G € R™" sont symétriquesh € R™", et I'inconnue est une matrice

X € R™" que I'on souhaite symétrique. Sous réserve d’existence, il n'y a pas
en général unicité de la solutioft Pour les applications a I'automatique, on
s’intéresse a I'unique soluticstabilisante, c’est-a-dire telle que les valeurs
propres déA + F X soient toutes dans le demi-plan ouvert gauche.

La résolution de I'équation’(6) fait intervenir le sous-espace propre stable
de la matrice Hamiltonienne associée:

H= ( _AG _';T ) € 22N, (A.7)

Le spectre de cette matrice a la propriété d’étre symétrique par rapport a I'axe
imaginaire. Le sous-espace propre stableldsst le sous-espace des vecteurs
propres associés aux valeurs propres stables. On le calcule par une décompo-

sition de Schur dél. Si g est une base orthonormée de ce sous-espace,

I’équation (A.6) a une solution stabilisante si et seulement si

(i) le HamiltonienH n’a pas de valeur propre sur I'axe imaginaire (alors
PaQ c Rnxn),
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(i) la matriceP est inversible.
Cette solution est alors symétrique et obtenue comme

X =QP*

On peut s’en convaincre directement a partir de I'équation

P P
H<Q>:(Q>T, T stable (A.8)

. . P . .
qui traduit que( 0 ) est le sous-espace invariant stable-HleA noter que

(A.8) donneA+F X = PT P! et cette matrice est donc bien stable. On notera
aussi l'identité:

(% 0) (% D)= (" ke )

Dans le contexte Linéaire Quadratique (LQG), dh4 0 etG > 0, autrement
dit une équation de la forme

ATX +XA—XBB'X+C'C =0. (A.9)

On montre alors que la stabilisabilité @& B) et la détectabilité déC,A) sont
suffisantes pour garantir (i)-(ii) et donc I'existence d’'une (unique) solution
stabilisante. Cette solution est de plus semi-définie posi¥ve Q). A noter
gue ces résultats ne s’étendent pas au conkéxteu F est indéfinie.

A.3 Reéduction équilibrée

Dans de nombreuses applications, on peut avoir besoin de déterminer un sys-
teme réduit qui approxime au mieux le systéme ou le compensateur. Il existe diffé-
rentes techniques pour effectuer cette approximation. Les techniques les plus cou-
rantes sont l&roncationmodale, laéduction équilibréetI’approximation de Han-
kel. Ici, nous décrivons la réduction équilibrée qui donne satisfaction dans de nom-
breux cas pratiques.

La réduction équilibrée s’appuie sur le concept de réalisation équilibrée. Une
réalisation équilibrée est une réalisation stable et minimale d’un systeme pour la-
quelle les grammiens de commandabilité et d’observabilité sont diagonaux. En
d’autres termes, étant donné une réalisatio®@® sous la forme

G(s) =C(sl—A)"1B+D,
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on dit que(A,B,C,D) est équilibrée si les solutions des équations de Lyapunov
AP+PA" +BB' =0, ATQ+QA+C'C=0, (A.10)

sont de la forme

A O L.
P=Q=Z=|l0 . 0
0O ... A

Les matriced et Q sont appelées les grammiens de commandabilité et d’'observa-
bilité et peuvent encore étre définies par

p— / MBRT At dt, q = / AtCTeeMdt
0 0
Les grandeurs; sont ordonnées sous la forme
01>02>...>20,>0,

et sont appelées les valeurs singulieres de Hank&l(de De maniére immédiate,
elles vérifient
o =Ai(PQ),i=1,....n

La plus grande, définit une norme sur I'ensemble des matrices de transfert stables
et est appelée la norme de Hankel. On note souvent

01=[|G(S)IH-

Toute réalisation minimale d’un systéme peut étre équilibrée par une simple change-
ment de base et de nombreux algorithmes sont actuellement disponibles. L'intéret
de la représentation équilibrée est que I'on peut évaluer la plus ou moins grande
commandabilité ou observabilité des états de la nouvelle base par simple lecture de
la valeur singuliere de Hankel associée. Par exenaple; signifie quex; est plus
commandable/observable gxeet donc joue un rdle plus important dans la réalisa-
tion deG(s). On pourra donc éventuellement négligedevantx, et effectuer une
troncature de certains états. L'importance de chaque état en réduction équilibrée est
appréciee par rapport a sa contribution au comportement entrée/sortie, alors qu’il
n'en est pas de méme dans d’autres techniques de réduction qui exploitent des in-
formations internes comme les techniqgues modales. Retenons enfin que lorsqu’on
dispose d’une représentation équilibrée, chaque état est tout autant commandable
gu’observable et la mesure de cette commandabilité/observgbilité est la va-

leur singuliere de Hankel correspondantg).( Enfin, on reteindra également que

la réduction équilibrée comme la plupart des techniques de réduction ne s’applique
pas directement aux systemes instables. Pour ces derniers, on effectuera donc tout
d’abord une séparation par décomposition modale par exemple des dynamiques
stables et instables et I'on appliquera la réduction équilibrée a la dynamique stable
seulement. Nous présentons ci-dessous une illustration de la technique.

Exemple A.3.1
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Le théoréme suivant donne une estimation de I'erreur que 'on commet lorsque
I'on effectue une réduction équilibrée d’'un systeme.

Théoréme A.3.2 Soit Gs) une matrice de transfert stable ayant les valeurs singu-
lieres de Hankel
01>02>...>0p

ou les lesoj sont de multiplicité i Soit G(s) une matrice de transfert obtenue par
troncature de la réalisation équilibrée de(§ aux rp +r2+ ...+ ry premiers états.
Alors, on a la borne suivante:

1G(S) — Gk(9)ee < 2(Okt1+ Oki2+ ...+ On)

A.3.1 Algorithme

On obtient aisément une représentation équilibrée du sysgésyen utilisant
un algorithme qui se décompose en 4 étapes:

1. Résoudre les équations de Lyapunévi().
2. Effectuer une factorisation de CholesRy= R"R.
3. Calculer la décomposition en valeurs singulieres

RPR =Uz?UT
4. Former la réalisation équilibrée
(Ae,Be,Ce,De) = (TAT L, TBCT1D)
ou
T=3sYUTR.
A.3.2 Exemple

On considére le systent&(s) décrit par la fonction de transfert
8(s+3)8
(s+3)8+38°

On vérifiera tout d'abord que ce systeme est bien stable. Le calcul de ses valeurs
singulieres de Hankel donne:

G(s) =

A(PQY2=23475 20772 04893 01045 00125 00011 00001 Q0000

Il apparait que les 4 derniéres valeurs singuliéres sont sensiblement plus petites
gue les 4 premiéres. On va donc effectuer une réduction a I'ordre 4. Ensuite, nous
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allons essayer des réductions aux ordres 3 et 1. Les résultats sont présentés sur la
figure

FIG. A.1 —Courbes de gain du systeme et sytemes réduits
-:nominal, ..: ordre 4, —: ordre 3, -.: ordre 1

Il apparait qu’une réduction a I'ordre 4 ne modifie pratiquement le compor-
tement entrée/sortie du systéme. Une réduction a I'ordre 3 est encore acceptable
mais une réduction a I'ordre 1 introduit une grande distorsion dynamique. Suivant
I'application considérée, on choisira donc une réduction a I'ordre 4 ou 3.

A.4 Transformation Linéaire Fractionnaire (LFT)

Les LFT (en anglais Linear Fractional Transformations) sont des objets géné-
riques qui apparaissent dans de nombreux problemes de modélisation et de com-
mande pour les systemes dynamiques. En particulier,

— la formulation du problémeél,, mais aussi du problentd, se fait a travers la
forme standard qui n’est autre qu’une expression de type LFT entre le systeme
augmenté et le compensateur.

— les incertitudes dynamiques ou paramétriques apparaissent dans le schéma de
commande a travers une expression LFT.

— l'universalité des LFT se justifie par le fait que toute expression rationnelle
peut se réecrire en termes de LFT. De plus, la combinaison de ces objets
donne & son tour naissance a des objets LFT.

Nous examinons dans cette section les propriétés principales des LFT qui sont sus-
ceptibles d’étre utiles dans la pratique de la commande robuste et en modélisation.

A.4.1 Definitions

La notation LFT se définit comme suit. Pour des matrices de dimensions ap-

. M11 M1
ropriéesK etM =
Prop (le M22

LFT inférieures (.,.) et supérieureBy(.,.) sont définies par:

) et en supposant que les inverses existent, les

Fu(M,K) = M22+ Ma1K(I — MllK)_lMlz. (A.11)

et
R (M,K) = Mz11+ MoK (1 —MaoK) " tMas. (A.12)
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T s —
K M1 Mp2
Mz; Mg
M1 M1z
= [ Mg Mz - K
Fu(M,K) =KxM R(M,K)=MxK
T <

N1 Ni2
Na1 Nz
Mu1 M

NxM

FIG. A.2 —LFT supérieures et inférieures
et produit de Redheffer

Notons que ces expressions sont obtenues par calcul direct du transfert résiduel
apres rebouclage du blé&ccomme indiqué sur la figuré

On peut effectuer sur les expressions LFT des opérations algébriques dont les
plus intéressantes sont rappelées ci-dessous.

A.4.2 Propriétés

e Le produit de Redheffer ou produit x.
Pour des matrices de dimensions appropriées,
N1z Ni2 Mi1 Mi2
N = etM = ,
<N21 sz) <|V|21 Mzz)

et en supposant I'existence des inverses, on définit le produit de RedNeffdr
par

R (N,Mq1) Ni2o(l — M11N22)1'V'12> : (A.13)

N+xM .=
(M21(| — N2oM11) “IN2g Fu(M,Nz2)
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Ce produit (voir figure®.2) peut étre naturellement étendu aux cas de matrices
N ouM n’ayant qu’un seul bloc en adoptant les conventions

NxMq1 1= H(N,Mll); NooxM = FU(M,sz).
On vérifie alors aisément que le produit de Redheffer est associatif, c’est a dire
(L¥xM)*N=Lx(MxN)=LxMxN

e Composition de LFT
Une propriété importante est que toute interconnection de LFT est encore une LFT.
Par exemple, pour

R=F(QK') ot K'=F(MK)

on peut écrirdR comme une LFT faisant interverifr sous la forme
R=F(PK)

avec

p_ <Q11 +Q12M11(1 — Q22M11) Qa1 Qu2(l —M11Q22) M1z )
Ma1(l — Q22M11) "1Q21 M2z + M21Q22(I — M11Q22) M1z ) -

Des expressions similaires peuvent naturellement étre obtenues avec des LFT supé-

rieuresky(.,.).

e LFT inférieure et supérieure
Supposons quBR = K/ (M,K), alors on peut reécrir® comme une LFT supérieure
enM etK sous la forme:

0 | 0 |
=R (1 o) (7 0))
e Inverse de LFT

En supposant que les inverses ci-dessous sont tous bien définis, on peut écrire
(R(M.K))™ =R (M.K),
ou M est donné par:
M — ( Ml_ll_l _M1_11M321 )
M2iMiT Moo —M21Mi7Myo

e Inverse du paramétreK
Etant donné une LFT &, on peut I'exprimer en une LFT &6~ & conditions que
les inverses impliquées existent.

R (MvK) =h (M7K_1)v
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ou M est donné par

N — (Mll— M112M£21M21 —M12|\1/|221>
M35 M2y Ma;

Ceci découle du fait que

I+ t=1-L0+0L)"Y  VLcarrée

A.4.3 Exemple de réalisation LFT

Dans cet exemple, on considére les systemes du second-ordre généralisés dé-
crits par I'’équation différentielle:

Mg+ Dg+Kg = Gu. (A.14)

On sait que ce type de représentation caractérise le comportement dynamique d’un
systeme mécanique linéaire. Notre but est d’obtenir une forme LFT de ce systéeme
lorsque la matrice d’inerti® est soumise a des incertitud®sOn veut donc isoler

A sous la formédq (X,A), ou X est une matrice a déterminer.

Un représentation équivalent de.(4) s’écrit sous la forme

(o w)(8)= (G o) (3)+(e)e

Ex = Ax+ Bu,
en définissant le vecteur d’état

(9

En présence d’incertitude sur la matrice d’inertie, I'équation précédente devient

soit encore

(E+Ag)x = Ax+Bu,

avec

Ag =AW, r:<?), W=(0 I)

On peut donc écrire
X = (E +TAW)1Ax+ (E+Faw) 1Bu (A.15)

Sous cet forme, le systéme n’est pas encore une expression LFT, mais en utilisant
le Lemme d’inversion matricielle

V+LR) 1=vi_viLg+Rrv i) RV



A. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE 130

on obtient
E+raw) = '—Erag+wera)-we?
Ainsi, on peut écrire I'équation’( 15) sous la forme équivalente
X=E AX+EBu— —E"rA(I +WEIra)"'WE1(Ax+Bu)
qui est encore équivalente a la forme LFT

= EAX+E1Bu—Elrw
z = WElAX+WEBu—WErw (A.16)
w = Az

Le rebouclage par le blag, maintenant isolé, est caractéristique de la LFT recher-
chée.

Une autre maniere de procéder consiste a exprimer le tEEAW sous la
forme LFT

E+I'AW:FI((V%/ g),A),

puis a inverser ce terme en utilisant les propriétés des LFT décrites précédemment.
On abouitit alors directement au résulati(6).
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